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这 章 具 有 辅助 性 质 , 它 包 含 以 后 所 必需 的 整 函 数 知 识 ， 
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IH a0) (2 


$»-—l 


HS. BFA 
p(s) = II (I F Hnt 5)) 


定义 的 函数 »(5) Æ CAERE. H e(5) = 0, 5€ G, 
证 . Tse G, RI O) KRPE 1 推出 。 要 征明 
vC) 的 解析 些 , 只 要 证 钰 解析 羡 数 访 列 


Rs) = Hl C1 auu)) 
HT EG 是 一 致 收 伏 到 sts) 的 。 然后 再 应 用 Weierstrass 定理 ， 
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现在 ,我 们 来 证 丙丁 个 定理 ; — EF EAA U HAARLE 
无 穷 序列 中 的 数 为 竹 零 点 ; —JjEREBSAM ITRILSEGEE 2g 0233€ P1 
《代数 基本 定理 的 推广 )。 

AERE 3. jE a; ea …… xn 是 无 穷 复数 序列 , 且 

0« pel 雪人 | 和 :| e 


UFER GG), 它 仪 以 so 为 其 零点 (如 果 其 中 a, 有 相同 的 ， 
那么 GOO 的 零点 有 和 应 的 重 数 )， 
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RERA REREH ]:| 一 fel ARTE. — 从 而 
7c 2338 TH (9) 广 这 个 图 内 也 是 解析 的 ， BERA Fis fas" t Hil AJ 
"a. 因为 lel — 90. BIELEAUES]IT EE. 对 于 |rl < dle. 
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^ B. y 2 «a, 


A 


;—1 
这 里 In (1 — 2: 是 对 数 主 信 , 即 ;一 0 时 它 等 于 0。 
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因此 ,我 们 应 当 证 盟 , 级 数 

SE) | a 
在 s| < fanl 内 收 乱 到 一 个 解析 国 数 ， 对 于 任意 的 0 < s 到 " 
X sx NL 有 


i fs i o | -1 
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满足 定理 3 的 要 求 ， 
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cc) = e TT (i t) eG GO 
WE. GCO) 的 零点 不 能 有 极限 点 ; 即 它 们 能 按 炎 的 增长 顺序 排 
列 。 虫 定理 3， 我 们 可 以 构造 整 消 数 GGG) UL GC) DERO 
EFA. k pl) - E srani PCa) = limpC). 可 以 看 
B plo LEETZUER HDeCOMUXPEDERSENRELO 于 是 
ps) == eU, 


其 中 WG) 是 整 函 数 。 这 就 证 明了 定理 的 第 二 个 断 诗 。 定理 证 
毕 . 
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我 们 引 i 和 迹 今 后 所 发 而 的 一 些 定 区 ， 
XE CX. 4. ix Gir) EER 
Mr) — Mer) = max 161. 


RFE a> 0, 全 得 
Mr)«e7, r> ra) >00, (1125 
刚 称 GG) 是 有 穷 级 整 函数 ;在 这 种 情形 , e = infa EROS GCO PI 
级 ,如果 不管 怎样 的 a > 0, 式 (11) 都 注 足 ; 则 称 GCOB)ER SR T oo. 
EAS WE.5attt. so "是 复数 序列 , 量 . 
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Wi gk 30Ct2 YEN vns iBdEiXEXX PNE. g 一 inf b 称 为 序列 
(12) 的 政和 化 指数 . 如 果 不 管 怎 冬 的 5 > 0， 式 132 都 不 成 立 , 测 
称 序列 (122 的 收 语 指数 等 于 %， 

这 节 的 基本 结果 是 : 

定理 5. 设 Gi) 是 有 穷 级 的 整 遂 数 ， 600: ;5 0, n kk GOD 
的 零点 序列 , 且 0-|sl s jal s 于 ss] mm oct WIES sS 
有 穷 收 襄 指 数 S - aa, 

D : £ jG Pte ig) 
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Sm MESE. eG 是 次 数 8 之 的 和 多项式: 并 且 x 一 max(g. 8). 
除 此 以外 ,如 时 对 于 性 意 的 c 9 0, 能 够 找到 无 穿 序 列 nore 
rns 7t. fa Z d OO, 使 得 


-eo 7 æ 


max | GCsD | > eef, l| = ra n0m1s2577*5 
Kj a 一 8 及 级 数 ssl Hl 


为 了 证 明定 理 5， 需 要 一 些 辅 劲 结果 一 一 引 理 。 在 这 些 引 直 
鼎 ， 我 们 假定 满足 定理 :中 的 条 件 : 有 是 利用 这 个 定理 中 的 1 S. 
dli 1 goer AR, mE GC) EM l| €r Eug 


TAN 
(RY < MEL, 其 中 MCR) = max] GG)I. 
I dE 
FC) 一 G(s) Ji EG TM 
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Rumnan-:. sa E GCG Æ bl sr EAFA. 
BAR Fis) ÆA | Ss 玉 上 是 解析 的 , 且 在 |:| — R E 
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ER E^ » EH RAIRE, 
| F(00| 一 1c(0)| [1.8 


n=l Pr 
由 此 推出 引 理 的 断言 . 
推论 。 amaS COGO 在 以 原点 为 中 心 、 PE E £e BU TER 
上 的 者 点 数 , 见 


< max] FCs)| 一 MR), 
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引 理 2. WE NORR GO ZEB li « rr ERFAR. IDE 
于 任意 的 全 0 能 够 找到 c 一 i = 0, 使 得 
Nr MEM r?**s 


此 外 有 Sa. 


* kal - 


证 ， 第 一 个 不 等 式 由 引 理 1 和 GCO) 的 级 的 定义 推出 。 现 
在 我 们 来 证 明 , 对 于 任意 的 卢 > os 级 数 


sp 
Wren 由 此 说 推出 引 理 的 第 二 个 断言 。 由 已 经 江 明 的 和 不等式 可 
Zl R FESHI E = 0, 有 H € elst, BN 
leal t x zw va WE 


mS b -> odi. EPA 对 于 充分 小 的 = Ü, —— > I . INE .EXRER EA 


I Sr, 
引 理 3. WLGQJERUBNCHSUESUBELRSBJEIPO2), pO 


使 > [sa [TP 到 十 oo 的 最 小 整数 。 叉 设 PCs) 是 由 下 面 等 式 给 
VERD REPE: 
RO - JI (i = ERGEG, qe 
B5. PO) 的 级 等 于 8。 此 外 ,如 果 Jsa] -> +o, H 
Xr = +20 


mj 
[PES] s evt. hl 一 >。 
UE. 设 Pes) RRE ec。 田 引 理 2 推 出, 8 a. MEE BH, 
CIT UCEXEH)eI0:azü-ca,BUAPUDBHDO |s] -> 二 oo P 
la |PCs5] < eCe5ls]|^*s, 
7g T iBjE e b STR C14) 中 的 因子 用 (s, s,) 表示 。 设 
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其 中 > 一 e jnre sdl D = Z esl 


r | 2-1 T s Fi 
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ln | es. sed] E 
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对 于 分,, 中 的 项 


ln |z(5, sa| « In (1 4- =) -+ 
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因此， 
ILLO S 
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AIR S pui. 852. 5E—-gm 
« hfr. 
设 8 二 pp 十 1 和 十 6 二 十 1, 则 第 一 个 和 
& uM m E P+- ipta) K pepate, 
Dje “r ‘r 
TETERA p 0 第 一 个 和 之 hl WE p>, 那么 
第 二 个 和 (因为 8 > p) 
' P 
«& | X .| 
2 |s] 2 |s,| PT | | 


IF 
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55 


PHL p > rof 


« |s[5**; 
如 果 p 一 0, 那么 第 二 个 和 
< BE -HD LL. 
| 二 |> 主 Sa -Ajal l 


51 理 的 第 一 部 分 证 毕 ， 对 于 第 二 部 分 的 证 明 ， 我 们 注 间 到 这 时 一 
EA B0 (因为 | — o0. HE Ss] t Ure. 于 是 在 
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-E 
& [sl sta, 


= ID s 


BITE IE UE HR SUE 8 PORE e+e BIRERE Ie] 0 ELECO — 6 B. 
就 得 到 第 二 部 分 断言 ，5J 理 证 毕 . 
现在 设 PEG) HIR e REAR PO) = 0. TR UEXETET, 


育 
Ps) == cg > (1 — Sje L(A a, 
根据 也 理 "P 5n m3 ser 8 XR c, ix ^ = Ü, x fen i R 
— 1 
Mise t7 


HUE REX. XDZA.pH GRÉ, 
P) == pels) II (1 uU 2) + . (13) 
其 中 如 六 是 一 整 函数 ， 以 下 我 们 将 证 明 eC 是 多 项 式 { 引 理 5》， 
为 此 壳 要 下 面 的 引 理 ,这 个 引 理 本 身 有 独立 的 意义 ( 岂 第 六 章 41). 
5|384. Ek R0 
fs) 一 24 aa s 一 15)" 


Xr B [s — s! ER 上 是 解 太 的 ， H 4E Es; FE ls — sal =R 上 
Re f(*) x M, lil 


a) EIC) — la| E 2(M — REGIR", 8 2 15 


b) £m [lss Erer E 
HED 一 Feoj x 2(M — Refs) } ETIS 
IPPC s 2n10M — Res) cn s mm d 
证 .我 们 首先 在 $90. wo 一 了 0) — 0 MJ BE TF UE H1 a). 
Ay Re fs) TE Xd T CEIA.: nm s = 0 Ff, f(s) 0 HEEL 
M zz0, ik 


3 Zum [an | en， $ L-—] Re, 


+ 1l e 


Re f(HRe'*) = x aal cosp 十 q, )R*, (16) 


s-1 


因为 级 数 ES (rax. ELLAS (16) XT 0 mp 2m 一 至 
Ir ior BUT CLR HEA Sf EI 
NS f( Reid = D. 
此 外， 
| Re /(ReDcos Cp + pa)ap = xa, R", n> 1, 
因此 《ad 29 0,1 + cosCnp Hg, Z2 00, A 
«la, | R? 一 |" Re ARAXE + cos Cap + p.d < 22M ; 


|a| 2M /R*7. 
TUAE os 50.54.75 0, MARTER FOD, 

FCS Y = iC M 5) — s — as d as? b ee 
COE. FO) = 0, Æ ir] = R EQReF(QU) M — Refa). rh JHE 
从 已 经 证 明 的 结 时 ,就 推出 引 理 的 是 言 aJe 


AX. 
UG — Kx s 2f(M 一 Re e» »3 (zy 
«T 2( M 一 Re LETOS, x — -> 
对 C) ERR SE 


OF < D lanlm(m — 1) (8 n + Ds — a] 


& 2 M — Re [C52] 5 m(m — 1)---(m—n 


mcm 
m-—a 
4-15 -— 
) a 


» 12 


d" Nm 
= AM — Re 160) I Da (EE) 
R 
- 208! M — Re fisd) (R — yen 
z mur. 

5138 5. A (135) 中 的 gCo ERI g S a T APIS. 


WE. Hk {= [aj 3EZASX (352 中 的 各 不 二 过 大 。 我 们 证 明 


g^* (5) -—É, 
29 osx C155 取 寺 数 并 微 商 不 十 1 次 ,得 到 


d* P's) 1 
g^? ' S Li. 
(一 PG) 55 OET 


考虑 园 l| < Is 则 当 s] > R RE 


| eu — sl zs 


又 加 为 级 数 Noc "LI 收 敏 ,所 以 当 R —» oo 时 ， 
l 1 
一 一 一 一 一 一 «Lg123f 一 - 一 -> 人 0。 
k: z Ep 一 只 & Pait 
TEAREN 


人 + 二) 


E PCs) 00$ ND 
gals) = la EG MC "B 
Hg C& + 1) RFRA RAEE). 
E: a Ra |s] = IR E, 
| Pis) 0 
P(O) EN 


模 据 最 六 错 原 起: 这 个 不 等 式 和 在 网 :| «ZR BRR 


它 是 函数 


—1 
: | | < c(g )g e" **. 


(17) 


(18) 


-]133 » 


oto - e [IE EG - zen 


此 外 ,Re ga(0) = 0. OHIE 4, b)( 取 + 一 全}, 得 到 


[EEOC] < 204 + 11e COR ， (Ej < ale R uem 


2 

因为 s 2— 0 FEED]. MUA R — +o HAT 0. BA (17)， 
(18), $5] R — +o 时 , g 4*0) — 0, BD gte) = 0. 5l 
理 证 毕 ， 

定理 5 的 证 明 。 由 定理 4.5X CIO) 成 立 ; 由 3| 理 5, gl:) 是 多 
顶 式 ,其 次 数 g me. 因为 cet 的 级 等 于 2» MER C15) tn. gx E 
RATIS SSBUZROS PR. 所 了 以 级 < max(g.82.BD o = max(g.80. 其 
次 ;如果 记 过 a, IA og. D JH 

| GG | ex cleders - enmt. 

JLH €, 77 0,0 27 0 ER € AE TERPE8gIESE.BD e n] 
雇 取 得 使 8 十 8 二 a, 这 与 定理 的 条 件 予 后 ,所 以 必 右 = 一 站 级 
数 了 151 的 发 散 性 人 以 引 理 3 推出 ;定理 5 证 第 . 

推论 。 DU Gio EHAR a mI pA E a 网 

GD) = SG), 

共 中 GCO EE 5 HETER EX, m => 0, 


* I4 œ 


48 —X£ Euler Gamma pg 


$1. 定义 和 最 简单 的 性 质 


RIIS > 表示 下 面 的 极限 : 
1 i oq... Lo denm 
r= m(t +++ ta log ) 
= 0,.5772157--*, 
HEr y XR Euler WA, 
Æ. Euler TAREA TEAREN EEN] 


I T i £ ur 
TG) se H (1 十 Z) . 
MEMEHA TG pes 是 整 函数 ， 其 级 不 大 于 1， E 


UK I(:) 在 整个 S 3E EE A s = Ù, —l, —ż2; "1 外 是 解析 
的 :这 些 点 是 Te RgQE DU. 
定理 1 (Euler SA). SA 


TCD 一 二 MODE SIG EON C1) 


ER. 
WE. EBHZCGOSSERRBUXE XC AES D AMA DOO REX, 


1 1 i ^ r 
il . rf CL 3 Tu lagen ` s —— 
= lim e 2 "i * lim | | l + -— je » 

EED FIEF 了 2 T =I ži 


= plim t IT (1 十 — 


Fi 
n=l 


- 1 Tr £^ 
m een Ilt 77) 


u [5 = 


ra 一 上 E 
= siim [IE (t1 a) GE 
TH =e #=]1 对 TI trt 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 


»- FAUCET 
推论 工 TO) Em EID Cd 2—1» 


推论 2. rD) 一 r(2» 一 1. 


52. P esf agi f T 
PXBGEPBBSUTIPAEROU T ROAA 
定理 3 等 式 

FO HID = STO 
BAT. 
WE. MA CD 我 们 得 到 ， 
( LY" (a DT l 


1 + —] 
Fris HI) 8 lim TT 7t 
RED. s + lm (1 4- 23] (1 n ($473 
, 二 
一 dm [|] 2. 2t“ 
sodes LÀ m 04-41 
-— — lg PEDOG 15 


s+ lee mdlds 
定理 证 毕 . 
Hab. DO) = an ”是 当然 数 . 
$3. 余 元 公式 和 积分 公式 
ERI (REAR). Hs 不 等 于 整数 时 ， 


TI — s) = 


" " 
S1n irg 


+ 1855 


证 ， 首 先 ， 我 们 把 sin ws 320533 BEGMHÉIX. sin s 十 一 
级 整 函数 ,* 一 0, 土 1, 土 2,… :是 它 的 零点 . 由 第 一 竟 定 理 3， 


二 2 

。 $ 
sin x; = se"? J| (1 一 i) 

-—1 7" 


Hh HG) — ast h, 
RARO: A A” Rie 


COST 1 , Z HE 
一 一 一 一 二 惟一 ——, 
= sin ms 5 e) 2 n — s 
us s 0 RRR HREXa-—0. BN HC) |m h, EX, 
sin ms E Z) 
FINNS y 1 — —À. 
$ i L \ a 
再 令 了 一 0 IFE e = w, BA 
[-d n 3 
sin ms == xs || | 1 — 4). 
于 一 x ri 


由 DG) REMS A 


有 CI 一 5 一 -4 I 一气) 一 一 m 


HEEE? rO 一 让 一 一 :rT( 一 ;)， 由 此 推出 定理 的 断言 。 
a 1 — 
推论 IT (二 ) 一 Vz. 


推论 2. FOOD (二 201T Ea)T (^ 4- I) = 是 自然 数 
ONEA). 
定理 4. 当 Res > 0 Bj, 
T(:) = (eeu. 
WE. dI». AANI Res So > 0 HERA 


的 ， 因 此 , 它 表 示 一 个 在 半 平 面 Res > 0 VOROETRORRNR. HE 
1 的 推论 1 得 到 


= 17 e 


n — lost 


1. 
T6) = lim ID (s+ 8 — 10) 


3X4 175 XE pEL SX 
LI (s; n) 一 (: 一 Tyrus 一 yj [a — "ar 
a 


= 


(1 — £)"4r — pf SKEDE ydi 


nl urnas 
Ket 10- (Cs 十 了 和 
z(n—i»)- 


7 iG z M D E T- 十 LI 
EU, 


IC» = lim I (r5 8) = lim NC — Ly su. 
FÉ — a Hu d 72 


TCs) = Perte. 


DG) — I(5 = lim lee («^ 一 一 Lys 
十 和 


后 一 个 积分 当 n 一 ook TE. 其 次 , 当 0 mm: aE 
a) e~ - (1 --Y 220, Dij 


(1 y nur ID Lure. 
b) 0x ‘(i -+Y = c ~e (i --y| 
«ecg-Q-Lfbo us 


二 
7 


erpa A aa aaa B: a 
《1 — y)" = 1l — fy» 


0 xen 一 (1 — zy « e fi — (1 — zy = e™ L. 
由 此 推出 ， 尖 > co 时 ， 第 一 个 积分 属于 零 。 这 就 是 所 要 证 明 
的 。 
fiib. | eU da = T" 


BJ 


$4. Stirling 公式 
THAP, EREA DG [s] — oo 时 的 性 状 ， 
I 理 。 当 ”是 自然 时 ， 
log F(5) = (» — Lyesn — n 十 log y 2a + o (H). 


WE. RHA 


下 一 1 
log Ta) = log Ca — 121 一 >) log Es 
k=] 


k+% ktĖ n 
| logi dz 一 | log 1 2 十 | log z d£ 
k—4 中 虑 k 1 


$ * 
= i log CR + dE 十 |. log C & — z)dt 


1 
z 
一 | log (&^ — Pdt 
$ (* Pi 
一 | log &dt + | log (1 - z) dt 
a la & 
其 中 


= I9 a 


£g = MIC 一 c), le] m "E 
因此 ， 


t 


"ll "n—7y 是 一 
log TCs) = 2 log $ 一 | log tZ: — » CA 
一 E] 


—-d 


-(-meo-D-6-2) 


1 1 1 1 1 
一 lor 一 十 一 一 +o(-}) 
2 og 2, Ck " 


2 z k=l 


= (n — +) logs — n + e + o (+), 
A 2 


其 中 是 绝对 常数 — 7B Dd CxEOBR 50 EPOR] FRU (ERE oA, UE BH 
c — log4/2z, 

定理 5. jid 50, M —r + ô Sarns m — 385 Hj. 公式 
( Stirling ) 


log rs) = (:— + jigs —s -+ log 2 十 o1) 


Hu Kt H s: = 1 Hf log: = 0, 1A OChE AEST s. 
证 。 洲 虑 对 数 的 主 值 : 有 


log l6) = — ys — logs +- » I — log (1 十 z)- 


"n-—l 


AX Cn] Æ u AERA 


Niu] — u + -l- N-1 nl, 
2 gu == > N —— 2”  _ -- llsgmu 
D Fr 中- 了 


ates m=] n 


m 3 证 一 bog (1 十 za 一 log (GV — 121!) 


一 (Ss 二 十) legs 一 (十 二 十- 二 ) 
Z 之 N — l 


og 


+N — 4 Ł + s ) log CN tN. 
RELIES, 
ex DD 7 (N — Desv =N e e o(1), 
ep PESE N —* co Hj. 


1 十 工 十 ..- 十 = logN +7 c o(1), 
2 wW — l N 


' 1 
l N 4-5) {= logy + +O 1). 
og gi m r3 
PR] IE 


«)——uct- 


log TC) = (s — 1) log s — s: + c + du, 
2 a Hs 


没 p00) 一 12] oe Las, 我 们 看 出 , lpCoO1 <1 


NA du == N qiu) du 0 " du ) 
ns o {a ry -à u^ + |s|? — 24|slcos8 


-oo 


log T(r) = (s— 1L) logs — s He + o(. t). 
2 “|s | 


TE 


在 这 个 公式 中 取 ;一 #,# 十 二 ，2#， 利 用 加 们 公式 及 了 ( 士 ) 
z 
一 w mid 4 2 一 500， 就 得 到 cc 一 log 2x . 定理 证 毕 。 


$5. Euler 积分 与 Dirichlet 积分 


与 了 函数 紧密 祖 关 的 函数 是 Euler Beta A f£ (Euler THE) E 
Dirichlet 积分 ， 下 看 将 证 明 Euler F ES S&H e (ej RU) ME m. 


" 2l = 


$, Mj Res > 0, Ree > 0 Ff, Culer B EE XX Bu, v) 出 
FAAA dA 
ECs, v) = [ici 一 x)" Mx, 


定理 6. 等 式 


u POT CH 
Bes, v) Ilut vr) 


kr. 
证 ， 不 和 失 一 般 性 ,可 以 假定 Rea > 1, Reel. 首先 在 积 


- — 06 ag 
分 中 作 苦 换 x 一 - Fy 街 到 


Ue yT! 
Bis — es ds 
C = v) e (1 十 y) md i 


其 次 ,根据 定理 4, M4 Res > 0 时 ， 
Fs) = [rate 
CHEREE z = yz. y> 0) 
TOGO/y ~— (ate tds, 


用 # tott s 7 十 1 代替 7 得 到 

Tlu +e) ul ud, Olla 

OQ tyy Jp te ods, 
SA RIELA y". Jio Y M. 0 到 “积分 ,得 到 


n x -—1 ea rs 
T 十 | y dy = | 4—1 (| u+- iy tis ) ` 
Cu T S t yya IT y À E g dg jdr 


ARPS ret e) Bu, 2). EW, M4 y 20, 2:20 BIB 
yla tea Ys Ey. z B3xrESEDEXE. IET. Ar 


a d^ ate- ts y" 
y? |j ose tD dgy — DC t r) 
0 (1 十 Te 
p'*te-tf.-n l. eC fy" ny — 下 人 本 可 


FINE yo y 之 0 和 s,s 20 BQZESZONGX. 因此 ,交换 积分 次 序 得 


a Z2 » 


到 
Penn (人 ee) dz = Ps) [actes =r rO), 


由 此 以 及 解析 开拓 原理 ,定理 得 证 ， 
定理 7. iE f) e xE SEES ZX. w = 0, m 25 0,757, 6. = 0, 


I 一 |- -1 Ka t nob rt Ru dd din, 


Fitr gted gl 
Der. "n penat uUo 


Ji 


| Pea CoD: D Cos qum teta 
d ef) du 


(3E. Waen tnt te t ia MPEG 
IQ, = MU fin mnc Ditto Jei da 


"I n 


Enpa n= 下 上 一 化 ， 然 后 交换 积分 次 序 : 
天 一 b (PEG + 2) (1 -一 v)" !v NU gte td 
在 内 层 积分 中 作 蔡 的 一 rv: 


1 1—À 
i, = TE f + rzete-taz] CI — sg)" 


m NuCHMC 1—4 
Ta + qu) 49 
对 于 积分 工 得 到 公式 
= Pede A., 
! Io, 十 aa) | 


F(A TT, 


févr cad ra 
Trek nl 
用 Trail 


-HE ep YE aT. es ato I Ard s dtu. 
Hib AEEA. 
定理 > 了 ppg I R Dirichlet 积分 . 


+ 2325 


5 — Riemann Zeta SES 


1。 定义 与 最 简单 的 性 质 
SES. 4 Bes =a 之 1 Hj, Riemann Zeta WAA £(5) 由 等 式 


t() 一 Y = 
给 定 . 
HEREN, DOO 在 半 平 面 Res > 1 是 解析 的 。 
CUBA 《Euler 公式 或 Euler 恒等式 ) 对 于 数论 有 重大 喜 
X: 
EC) = Io -i). Res > d. 


我 们 来 证 明 这 个 等 起 Em X zl 5 Res > i PIOERCDGRGEN 
IÈ A 
Pp 
e H E BI e SXGUNGTUEREIME—EE.TETTÉE 
L-4) ~ -H (+5 tit ) 


Pux Punk 


D) l L RG; X), 


FEN 


其 中 
IRG; XI) x 之 ， 


mox 


d — 1l 1 l-—-c 
L| 22» ^7 — 1 BL 
BD X — Loo df. RC: X)—0. 由 此 推出 Euler 公式 ， 
3i Rer 0 71 I.ABTIIEHISZIX2ME 


1| SIUE DEDI cx 


"2 
. 24 e 


J:og g —1 
| x g—1] 
` T 


R’ £C0 FEM Res > 1 ARAFA. 
i4 133 £5) HREM Re: > 0, 
513g 1. ^4 Res 0, IN zl Ef, 

1 
N1 MP. n Tul 
OPE Loop. Zl 
;—1 2 " DEI 
WE. 3 Re s> PH, 


nnl H 


Ts i (i 一 (41) x 7 yy, 


^H di YERBA ARBISHGERGUPÉSUE Res > 0 是 解析 的， 由 解析 
JF in ERES (ie fEE HITS | 8B BT s. 

HEIE. LO) 在 并 平面 Res 0 E s= 1 外 是 解 折 的 ， 
TERA s— d. £65) 6 — (Bj ERES X LC gr con 1. 

在 开拓 £C) 到 整个 « 平面 之 前 :我 们 证 明 


. 25 s 


5i 2. Vb x0, a REGEM, 


ec 
Cx, a) — ^ etr a, 


" -— —ua 


Bi 


o (Ł, » = a »$ en 
A. TÆ Att, PIDIE O0 -e-1. Hea 
ty — gT talem, D < 一 y "s l. 
我 们 把 1ty) 开拓 汶 整 个 3 LAMER, 周期 为 1， 它 在 整数 
Ai ERU ART ZESGAEBRHJ3EIQ[E. TE (Fourier ZR X) 


+ = 
一 (如 十 * , 
c (nckyctotxr 一 > | Cu eitims, 


FH-—um 
1 iz _ 
C. = c (n s ta! "te inimy dya 
ü 


因此 ， 


— (nol? wx -intita xx 1 
fe =x > | e (iy haaa cinfmy qu, 
2 m o 
-i rii z= 一 
+a Ati . 
— > eo UT ar Iris py 
m=" A 
+M thi 
"— » eo one ining gu 
mahr” 
n1 ; _ 
-+ hm > | 站 C15 
但 是 ， 
Ati —[n- a1) -— ESTE 
=y 1, ea et 
e dy = — - 
d nir 


-nlet 3 ^ 
x o(* Cn 22), 


m! 


. 75 = 


因此 ， 
NI " crees = 全 — ertt $ STU), 


aL 
ed te" 


lim 5 Nu eC ta nemini my gy — Oo ( e Unt) -- 1) . 


ROO epu MR M 
A CIO AA s= —N,-—N 0-1. cry NORIS SI 
TN TM . 
24 ete ur = > M eo 0 tet a iainygy 
AN r=- 
+0 (+) + Olen, 
M 
4 N -> 十 co， 得 到 
+ Eo Tos 
8x, a) -— > g itta na = »2 MR 
TL = — #=- M" 


再 令 M — +o, 得 到 


Toe 
— z — t. -ï ] J 
8x, ex ) — > " d eor ct nimy py? 


8 二 一 og -5 


由 此 得 到 
Ta 二 ga 
e (i. a) = y > Ti f p fn ie myzqa, 


计算 积分 : 


To 1 Ton 
—y*xggr—imimyr — «X ri -rži y Frm} 
e dy = e | g dy 


— UM 一 AR 


1) 原 书 此 处 误 为 
TM 
b3 全 eo U mia oisi ya, 十 oC (X -七 Oe Ny. EYE 
m. M —N eM 


2) REES M> 十 coy RES Noc. RGKDUB o( 1) A o (27) 
Ek. —-—WREB: 


a 77 a 


udis 

== Trem’ yi -arip timy? s 

ce Irri E y 
E~ J-K 


—zimi Te -nyut —l xam? 
| -… e E dit =m T 1 E 5 
一 tà 


i—i Mitau —K, HK, HK + im, —K dim M3 Tm 
IO AEOZ RO ALQUILO RUD SS AR SEN ME. SS 


推论 。 e(. o) == M x 8Cr, 0). 


$2. 二 函数 的 函数 方程 ， 


T OAERTN E E o ARAR DR. 
定理 1， 等 式 


r (TE) T(E) — s) 


Rr. 
V. MUST EE 4, HT Re >t 及 自然 数 xn， 有 


T(E )- us du = y '| enerirl dx, 
用 
一 点 em 上 一 
w Zr (三 ) pi = | FIL Lie 2 "dx. 
- ü 


因此 , 当 Res > 1 Bd, 
xir (2) to) a (3 cwm) dx (2) 


(和 号 与 积分 号 可 以 交换 次 序 是 由 以 下 事实 推出 的 : Ye 


mM 


BH 


—O(e UU). x Hem = 
其 次 ,#1 时 


*. ZH +» 


°F 


iz) = > emn. 
KJ AASIEE 2 的 推论 得 到 
n (+) 一 一 二 y Ert + riol). 
x 2 2 
ELH > 


"a eoCx)sr = | Pru cota dx 十 | xi oC) dx 


ene ene 


= 一 一 一 一 一 十 | x7 (2 S or, 
ss — 12 , 


(3) 
[2934 x -> Foo 时 ol = Ote D, BRE SN, G) 推出 式 C22 
HALPER s 290.1 ÆA JEH H I — s AE R 
ETER EI 


eT) mT) —. 
推论 ， 函 数 
EG) = E sG — Da r (È) e) 


EHAR, E 
EC) = £0(1— s), 
53. 非 显 然 零 点 。 对 数 导 数 按 零点 展 为 级 数 

MERE 1H, 因 255 24 £m — 21, —4, —06, 5:5, —2m RT 
— — 0， 所 以 函数 等 于 零 ; 当 :一 0 时 因为 一 一 的 零点 
r(2) TU 
EI — 0 DUM TBIKGB.PIDL E AR Ta, DARET A 
ER Er IAE ER. ERJ IAR aip 5 EAEE 0 < Res l 上 


e 79 s 


定理 2. DXX £C.) EREA 它 有 无 穷 多 个 零点 pn， 
0 « Re ps «1; £X ule. 发 散 , 而 对 于 任意 的 6 — 0, 级 数 
之; [po West. EO 的 零点 是 上 5) BOE SEL AR SEGA. 

WE. MP Recl D BI. £00 没有 零点 ， Bim £O 也 没有 零点 . 
EHXEXE 工 推出 , 当 Res «00 Fj EC) 90. DN205(05) — ECID 0, 
所 以 仅仅 SGOBUdR I IRSE LEGE ECO 的 零点 。 

我 们 来 确定 (9 的 级 , 汶 此 佑 计 当 |:| — o0 时 的 EC) CH 


izj Re s= 二 作出 估计 ). 由 引 建 1,945 Res z RE 
Ee = OCl|sI») 
因为 


IT] < eten, 
BTE SCO 的 级 不 超过 1。 H s- co 时 ， 
ln Fls} ~ slins, 
AE: EC) RFT 1. EHSE— EGEISS 推出 ;级 数 
26e" 
发 政 , 这 里 ps ESQ) y. AE SOO ASSE, WA 


$k 
» | os |717 
对 于 任意 的 8 > o 是 收 合 的 。 EEEE, 
推论 1， 公式 
£3 = FEE : 1 — ex 
£C) li ( 2) e (4) 
成 立 。 
推论 2. 二 函数 的 非 显然 霍 点 关于 直线 Rey 一 IA rmy 一 0 


是 对 称 分 布 的 ， 
以 下 : 莫 显 然 零点 总 是 按 其 虚 部 的 绝对 他 的 增长 颜 序 排列 , 抽 
ME E 20x CCEH [80 0869 VU) dt B SR LH E 20, 


æ 20 a 


定理 3. FA 


E al o p Sf a 
ks) HtA ata 


十 Ba 


+ (一 一 4 


成 六 ;其 中 ps E iC 的 所 有 韭 显 然 堆 点 。 Bo 是 绝对 座 数 ， 
证 ,在 式 (4) RU JE. ANALRA A ER o E En G. 
54. 关于 零点 的 最 简单 定理 
我 们 来 征明 关于 ECO 的 非 显 然 零 点 的 者 干 定理 . 
定理 4. pr 一 BscbtiY.. n=l, Z, "tt; Ass) 的 砷 显然 
F’ T 2”, W 


[ru] 


I 
n-l1 l + (T—r,7 


WE. is = 2 4T, RI 


(oci o-aM l1) 
"E A) <2 t3 


-- e log T. 


+- 2) E < log T +l, (5) 
因此 (定理 3) 
E) 1 — — - 1 —..,1 
CORE $C) 一 Re 人 — i By " s T 2m +)) 
Z Re > Cz TU Da 


< alog T — Re D ( —— 


$ — Pa +>) 


1) ẹ#€ E, T2 SFR RS OE AERE. FERE T. 只 要 用 eaQ0[T] + PE 
logT' 定理 仍然 成 


~ 3] a 


3 | EGO Sa Ar) | zc Cas [: 
: l L) cslog T. 
Re D (ig t Ses 
WEG MA 
1 
Re (2—8,.)-r iT — Ya) 


一 2 一 Pa o LL y 
(2— Ba HLE —vY,) LAET 一 Yo 


推出 定理 的 断言 。 
推论 1. E T a |m p| 所 十 1 的 上 国 数 的 零点 e. HJ 
人 小儿 不 超过 eleg T. 
推论 2. 设 T >22, WS ftit 
1 


— — ——, — O(log T). 
1T -rpi>1 IT — v,[? 
推论 3. 当 一 1 lo x2, 5—20- i0 l 2H]. 
£C) I 
TRACT + OClog |:|). 
GC) Ir—rgti 3$ 7 Pa 


SAFERA TAE 1 一 Im ps) «18g £CGO3Q98R e. KA, 
iE. AA s= 0005, |:| 222, 一 ] mec Bb. f x 
(5) 成立; 所 及 
(KONNE SE AE Qi o 
ECs} XC + 于) + oCog le. 
从 这 个 式 子 中 减 去 当 了 一 2 十 下 了 肘 的 同一 个 式 子 ; 
LG) 20x 1 1 o 
EC) 3C zyr g) + OOl. 
Zu [Ya — z| -=> l, A 


| 32 a 


| 1 E 1 2 二 3 7 

Tt Pr 2 + it — On (Y, — CO 
由 推论 2 就 得 到 推论 3 的 上 断言 

定理 5 (de la Valléc Poussin), 存在 绝对 常数 < m 0， 使 得 
ds SEIRI RA d: 


Re; = go > | 一 


log Çj:] + 22 
内 没有 8 ARAFA, 

证 ， 我 们 首先 证 了 明 ， 对 于 任意 的 r> 0, THR AIE WA 
£p t eA Fos 使 得 : Anim e kt E BEREIT) EGER. p= Bc "ram [v]z 


Yos 那么 


B x10 — ————3——. 
log (| v | + 22 
io E E LH. 
3 十 4cos 十 cos2q = II + cos p)? ze 0, Co) 


3| Rer— 0 — 1] h, 


ECG) > M AC — >; ACn ja ^9 ec iris 


£C "zi 
K 
一 Re S05-— >, ACn)2 cos Clogs), 
由 此 及 式 (60 7E 
t (a) ST roa + ir) 
sR t'il e 
E' Gm + Zit) 
+ 让 Re uA] ms (7) 
H s p, p E CO BJE ERSTE EEM 3 得 到 
0 TS 工 
5 s—i Diii) 


+ 3f * 


OS 1 o 21Y. 
Me A Bo 
Bp 1 ee x2 h AEE B > o0, EG 


— £65) 01 . (8) 
ls) | a-—l1 
34 pl 45250, 1022 时 :存在 A = Al 720, (S13 


i02 < Alog C2) — SLRe( 一 —— cL. c 


^ E) Zi 
ibb AE 60) — 0, 3B Reo gl, 并 且 当 Res > d Hj. 
1 1 
ep Matic yr) 


一 TF 
(mc —8» 4-(:— vy 
设 1 一 7 是 零点 PP 的 级 坐标 ;那么 从 式 O, A 


—* fj. 


—Re SE < A log 《| T2) 一 CEIS EAEE 
一 Alog (Cli| + 23 一 1 (10) 
e — p 
I 
RODEO < Alog Cr] + 2). (11) 
BN C72. C8). C100. C112 得 到 
-一 + A, log Cli] + 2) Brel 4, 2» 0, 
EEN 
5 一] 十 一 一 一 一 ， 8 一 1 一 一 一 和 ， 


log [£j + 2) 
那么 从 最 后 的 那个 不 等 式 得 到 


7log Clz| + 22 


= 3245 ck 


HX s — 1E EGO 的 极点 RAAE EEA SR EER 
8r. 
推论 ， 设 了 R2. 0250 是 定理 中 的 绝对 常数 , 则 在 区 域 


TG 一 |: 
2log Cl | c-2) B 


内 有 估计 
EL| oclog’T 
LG) Clog 2. 
证 ， 根 据 定 理 4 的 推论 3, 
EG) 1 a OCos TD. 
EG) (r-vulei $ — Pr (log 
因此 
i» < —— + O(log T 
Se) r-ra Io — Ën Hi Ya) | Cog 7). 
因为 
lr “全 1 一 -TFT 
所 以 
EG) x 二 log (T +2) >) 1 -FO(lgT)-— O (log? T) 
SG) e 1F-Ypal 5l 
3X RR ec P E UE RHS . 


5。 有 穷 和 的 逼近 


为 了 解决 一 系列 数论 问题 ,要 求 在 俐 界 带 形 内 估计 《Cr)。 因 
此 , 我 们 用 在 Res > 1 内 定义 的 8(s) 的 级 数 的 部 分 和 来 逼近 它 。 
然后 估计 这 个 和 ， 于 面 我 们 将 得 到 *(e) 最 简单 的 刘 近 。 我 们 先 
证 明 两 个 辅助 引 理 这 两 个 引 理 有 它 狼 立 的 意义 ， 并 且 在 数论 中 
常常 应 用 . 

引 理 3 (Abd 变换 ). 设 G) YE Da. 5] 上 是 连续 可 微 的 ， 
c» 是 任意 复数 ， 


中 35 «4 


C 一 >i ew 


ücxcb 
Ny 
$3 en) — — V Conf Gods + CHC. 
anb T3 
证 . 
CNCD 一 D, efi = DP, «GG 一 其 的 
glnub «lub 
=- E| aeree M N esuorpes. 
aeng” acnalb? 
其 中 
l, n ox cm b, 
oso de TE: 


在 最 上 后 的 和 和 式 中 改变 求 利 与 积分 的 次 序 , 关 往 意 到 
> cag (n; x) = >, cn = Or), 


T sex 
我 们 恒 得 到 #1 理 的 断言 

517 4. 设 f(x) EHAS” Æ le b) LAES BAWA, 
H. 

POCHE T REBR 
Ti 
Axio) uu |” T? H 
PX | 。 f dx + o(——), 

IA OBERE Bose. 

XE. ARAPE, 可 以 假定 在 Te, 58] 上 f(z) m0. EIER 
E» 


FX) — QUO 0v, 
Lx 
gom o atminti 


Z 


F,C0) = F,CID — 


3 


= 36 >» 


并 皂 它 半期 地 敌 折 到 整个 直线 上 ,使 其 周期 为 1, 这 岩 
Fx} = ^ Cue mmt. 


TH = — 0 


FC) go dumm 


1 
Cu —— Cun ) = | 
ME 
1 FETZEEE. te 
e mitlftn mei furi e 
J 


Jarm |i 


ginifin tx! e 
Zcri fH 


| 


i |! — 
一 站 je 


1 
Cy = | phim. 


中 
EEG s 2 x= Í PI. 
twain} Li. „Jær}l a t1) 1 
e — € — | glrifinr gg. j- ^ Con) 
之 i ma3-ü 


uL . 1 nd-1 ， ， 
一 gini qu, 一 282 f(x) errem EA 


一 Fi m.p" Tl 


等 式 的 两 边 按 n(a n c b 求 和 ,得 到 
b 
> gi =Í e mr e 一 > Un + OC), 


EEEE. a mat 


其 中 


[5] 
D, | Fx me 
Talta 
1 " fx) d om ny mat 


Zi telbif'(x) — m 


(1 


) 


XT RA TR A E a a ae M A RAEE CUR eG. A02) 
是 Riemann BAFRA; g(x) 在 [e, 5] KÆ HA Ag MEE 


la], Ef 
KOLOLI eG |^ GOds + gG» | A654), 


LEN TE 


我 们 得 到 


1 
Um 一 o (L—— —) 
MA 125 E U. Gg ftt EDS EAN 2. 
H 


定理 86. 当 aodo, x ER B. 
AOE Sir a OC) 
nex mn $ — 1 
kx ur. Hoan OCBCOMEELgKSVT o. 
证 根据 31 理 1 CW >r), 
9L (fal 
S1 Nt* 1. 2  ™* 、 
El) 2: 一 z d. (13? 
E jg — Hie 
OC|z] N75. 


7E IERI 


$ 
ua 


EAEN n" n 
XPTGEdURINEZHEDER: XE e= o fo) 一 x-。， 并 应 用 引 理 4 
来 计算 

Cu) = »2 Cas 


E mie m EE 


我 们 得 到 


H _ gti" — rb 
Cla) = NE dø 4- DT 一 二 OC1); 
— d 


Ig 
E 一 | a TC CVD 
站 r 
DM QQ—E o. i rt n —c—7!t 
一 了 | z so du + OGN) +Ê - 
SI l — if l — iż 
Ti—I t—£f 
MEE. 十 一 一 +b ONT) + Ox "y. 
l -— s — 1 


& 38 u 


HILMA (130, A N — oo 就 得 定理 的 断言 
fal 题 


1. WE f(x) ERAR’ ÆRE 【a,5] RARAY Ma 
减 的 导数 ,并 设 FO) 一 e. Fla = eg. DU O 是 整数 


PLE -一 | gr on mnt ge 
cub a—9)«v«c Aty"? 
+ O(íinCB — a Tt 22), 
其 中 0 cy o Pb EER, A O HEREDES " (SIE 4 BUE D. 
2. FE (x) EZRES AR RAR, ftw) 在 区 问 [a, lE 
单调 递减 ,并且 FOR) 一 e. Fla) =p, $ ox. 是 由 等 式 
f(x) — » (a — v x 8) 
所 确定 的 ;此 外 还 有 
下 
Iti 
fimi) 二 -于 iN pl (1 E 
ZA C eor * ^ Va) 
T OtlnÍ2 + (6 — ajd’ ols 
一 a)CA B5]. 
3. b &— 0, Zary = |z|, x29 8220, y 242 0, MPY 
0scosxlHil, 
EoD- >) 5 十 XCs) 之 ， L + OCc7?1In |r| )- FO] 2; $7?y9715, 


其 中 7 


2 ly 
Ts 
cos —— T 
> (s) 


X 一 


{与 定理 5 比较 》, 
4. CA. «D, Jlaspu«) 证 明 : WE largz| < «/2, MI 


i 1 l-—5 cm 
T (Zo 一 zr < 十 E SA 2 ^ T ) 


Cr) 6n)? (14) 


Ar TCy, x) RORSESRITREEZ, 


Ilez, x) = | e 55748 


(考虑 函数 fO) — miri Cs -tr (Z EOREHR Re z= 
c > max(l, Re) HJEL, 
5. MX C142 JEH. 


2 air (5) EC) xr ( =) a o; 


bò e(4., o) = pL, 0); 


c) i RI, Zæxy = |r], X, yh, KI0, Up 


t OCx7) + OC zs- yy) 
(G2 ALARDE). 


a 4) a 


AE yit Dirichlet 级 数 的 系数 和 与 
此 级 数 所 给 定 的 水 数 之 问 的 联系 


证 明 本 草 定理 的 方法 称 为 复 积分 泛 。 
$1. 一 般 定 捍 
定义 d. RLA 


[62 = >, a (1) 
ERI Dirichlet 级 数 ， 共 中 e, 是 复数 (Dirichtet 级 数 的 系数 )，。 


PM gr. 


SUIT HE DESEE DOO = 》 an EAA O) 满足 一 定 条 件 时 ， 


国 数 PC) 可 以 通过 G2 RRG. 
定理 1. 设 CO 的 级 数 (1) 当 e c 1 éA le, S 
An), 这 里 d (n) > 0 jf nS IR TREE XE, BS o — 1 2-0 RE. 


en = O((a —1)), « >D, 
n-—1 


BA. 对 于 任意 的 BIB I3, T IR, + 一 入 +D ARA: 


+iT 


Pa) = > a, | 


一 


*àcu AE Emi 


JG) S ds O (二 一) 


b—iT TCS — 1} 


xA4(2x)logx 
tO ( T ) 
Hor A O MAHT B. 

证 . 首先 ,我 们 有 


e d| » 


1 - o( dam: 


1 NC Te (2) 


a 
o C Ü «a -l. 


b-i4T £f 


x 


Hit BR.HR ad (0-cxl) E U I JEGIBGHMARJEBGÉ 
ro € BEES 5. 
根据 Canchy 定理 ， 


Lig Z ds =l (a — 1) 
Zmi 
KEAR 
-| S ds=0 (0eaci) 
Tri di 8 
zi 
bcT gr 
A. | f ds D +R (a 29 15, 
Zi .b—IT $ 、 
(3) 
1 百川 了 
m — ds = R; (0 = a Z 1), 


Žar -bT S 
Ep RA R EE IL II. HI 上 相应 的 积分 。 在 I 和 II 上 的 
$45p.XAXJíidEdUSERU. AER «— 1, BB 
L| e. «Lr V dg «i 


Fr | Ig 
iH 0 -a-l,idbZ. 


+ A2 + 


u f E " b 
i| “< < a 
zm sf T^ 十 P Z'|log | 


此 外 ;如 二 a = 1, Mj U — +o Rj, 
4 -UU 
id LA as| an 1 站 = di = O(aq^U)—0; 


Ayla os KL -TA 上 
WR 0-41, Nj U—---oodj, 
+T U 
RJ | Lu E -| < 一 一 7a = oG >O. 
2Zml.n os -raf U7 十 


在 式 G) 中 令 U -> 十 co 求 极 限 得 至 ] 式 (2)。 Er =N + L 


所 以 当 e EARR, T 关 1.20 级 数 (1) 当 s — Bir 有 时 一 至 
收效。 对 它 逐 项 积分 得 到 

1 BUT a' O = 1 b+iT yht ds 
JO a Dela has 


zx; -èT mi J5—iT $ 


Hp 


我 们 把 0 项 中 的 和 分 为 两 部 分 ; 第 一 部 分 是 满足 一 所 二 或 


1 
z 
二 > 2 的 那些 项 ; 对 于 这 些 项 ，| log-—| 之 log2. 又 因为 


> lel = o (z - se) 
Bru SR E 
or uy 


* 43 。 


(ZY 
7? AC2x)2? 1 - 
D d&l—— «4s -p 
< T |/98 二 - nux N + -— 
log 
E 
1 1 
N d- N +z on N 
Em» A log 一 > ca m > H PE N; 
H 
m nN 
log T> ao E Ntl Sna r, Bre 
十 一 N 十 一 
2 2 
5 一 一 —- > -一 一 -+ p» — 
e xn ege N + — uN N 十 p NEIGI log 1 
log z log " Nc 
?*: 
-o(.x —— 
Zenan N + — — n 
1 2 1 


-+ Q ^ LN O0 
Nl&"«1 4 — N — P 


= Oxrlog x). 
由 所 得 到 的 这 坚 佑 计 便 推出 定理 的 断言 ， 


$2. 讲 数 分 布 的 渐 近 公 葡 


rle) ~ pem 或 者 与 它 等 价 的 dq ~ x 称 为 架 数 分 布 的 渐 
近 人 符 式 。 现 在 我 们 将 证 明 比 这 更 强 的 昕 言 . 
定理 2 (de la Vallée Poussin), FAA H hk X cL0, [hi 
(x) = ^ AGa) = x t O(xe t1), 


| 


- 44 a 


ala) = $310 | Et Oeean), 


sgi 2 inz 
证 . 当 Res > 1 Ef. 
-EO 2 x AG 
iG) E " 
Rit RIRE x — NoB——I100. 应 用 定理 1， 出 第 


ZEARI., 在 定理 1 中 可 以 取 w = l], 4d(»)--logz. W 
在 了 到 


五 一 工 十 3 T = gvr 
log x 
A 
BEHET AO OO ECA (zm z) 
= A = 一 一 det o . 
bl) 一 27 AG) 5 4C RO 


根据 第 三 章 定 埋 5 Kiki A GEO HAE e 0. EE O GR 
ER 


Res = a > a = 1 — fi l| T 
2leg CT +D in 


内 没有 零点 ， 且 情人 Ar 一 OUogT). A AREA DCOLED 
的 积分 


人 
d Zi |), ORR ds. 


和 x, BA 

1i Bi E (5) paa 

2n un Ls) ds ER, 
RoR REETH, TRSM EAR, 我 们 来 估计 这 些 积分 ， 
头 两 个 积分 的 络 对 值 查考， TERM 


zs MG KS 人 二 gs | < L TE UY L de 
O (ET); 
在 左边 上 的 积分 等 地 
la Las KEF A es | i p atin 
eM a | 
qy E t 


1 T 
-- [) (adog T ` (i I. d£ + | Lar)) 一 O(x"log*T), 
TE gi 1 Z J 


亿 折 得 到 的 鸽 计 及 T. o.BUESHEBIEGRRUGS— MET. 
RIAR 


sax logs pex "es logn” 


在 第 二 个 和 中 , kS bga, DA XXX Repo ETEA BO 
k D2 MA s. BAERE. 因此 

S — rlr) t OC x log x3, (45 
EEZP 3 hig 


申 45 s 


Ca 70 An), fix) - 


"T 
BH 
Cc) = »2 c.m (D m x Ore ), 
-— 
fx) 一 -一 EM . 
我 们 得 到 
s= [e $OD gu 二 $C, -1 d+ 二 RR， 
i g&log'su log x 22log'« log x 
其 中 
m o [oae nennt) 
(jar fente nm] 
-— Ore 1YE) 
e E 


也 Tt £z 1 
| du 一 一 -一 一 | —-— dud — — 
2 logs log x log «12 i log s log * 


一 | L da + f... 
: log a log 2 
由 此 与 式 (42 TEHUE FER SS — n Br. 


$3. Me6sunes HAEA C UNMUEZAnÁT 


AAMER E HL SERA C ARE da ES SOFORT TEX 
求 和 前 和 式 的 公式 ， 这 上 酉 公式 遂 第 称 为 亚 式 .现在 证 明基 中 的 一 
A 
LU. 


定理 3. IRZu T oor. 而] 
, 2, 
$0) = FS) ACn) = x — 人， Z y o (2E), 


"ox ielsT P 2 


a d/ -a 


Ert e ES PEGSGCEMR FUEETÉ PRU SEU. 
证 . 根据 第 三 章 定理 3, 当 Res > 1 时 ， 


LEG) AAG) 
ESD 2; n 
I 
了 -一 二 - XL) 


* (01 E 1 
"—1 s -+ 2n 2n 


其 下 o. ELO 所 有 的 非 显然 零点 。 与 证 明定 理 1 一 样 (s —14 
1 
log 37 


«o-i TRR) ano), 


Hh T7 ST +1, #E T, EREA Ims = T, $5003 
MDEE 


— Bos (5) 


1 
log T 


"d 


向 4E oe 


《这 总 是 可 以 做 到 的 ,因为 出 第 三 章法 至 4 的 推论 I, EOTS 
Ime: T --1 MURUNBUE t T)). "ERR do 


— EA 
“一 » M ECs) 
其 中 工 是 短 形 围 道 (下 图 7?， 和 根据 Cauchy 定理 和 式 C52, 
了 一 一 xP ECO) (7) 


Ince oes p £COD ' 
AI FARE Ef5LTPÉETGgUiER T, H, II LAR. 在 I 和 II 上 的 
积分 ， RESET RO, EPIS it 


1l 5-riT, EO) x x [95 Co -+T O)| 
aalen O R9) s^ |< Ahe ES | dC) 
EH LET 
1 1—5-FiT, E! Ce 
2x | (一 二 Lis) Z ds 2 
sf™ i£ —b3i0l di 
< x zit nE T tiy - 
j MM S NP (9) 
og x 
找 们 来 估计 
& Cao Tru 十 rz: 
tlo + i£) 


; HIS 


Eh i—b»sz;osb,r- T, a—l1—b--—-— 
log x 


T. 根据 第 四 章 定 理 4 的 推论 3, 


È ka -+ fz) E * 1 
clo -+ it) -rpe LE — Gad HiL — y4) 


+ OtCiogCiz| + 23). 
上 面 的 和 式 是 
OClog^x). 
因为 如 时 lel eT. WBA o — 3, EUO 满足 |t 一 yo| 1 i 
FATA Diogti +2; MÈ = Te l—5bsexb, 


» {0 a 


那么 由 于 了 ,的 选取 ,有 


IT, — y| » — 


log T. 
以 已 经 得 到 的 估计 《8 O) A C70 RETE IBOE ERSTE. 


问 题 
1， 证 有明 : 
M C) = D) ula) = Ofre E), 


m 
2. 为 使 ts) 在 半 平 面 Res > Y «oy cd RRAZ 
项 而 且 只 需 下 面 的 关系 式 之 一 成 立 : 
a3) Cx) = z + OCxrt*y; 
b) rlr) = | 十 O(xrt*y; 
2 log « 
c) Mx) -—O(x*'*'), 
其 中 6 是 任意 小 的 正 数 ， 
3. CIO. B. JIugggB&k) ik Occo <1, N d> 2, A 


Ip "um " N eimie A n) -— l — > x PAT Or + O(log'N), 
=z Bk 


T 


其 中 pi Eil 的 零点 ，* 一 E 十 Prin. 


4 dE Dla) — — (Cr H 0) + d(x — 0), IET 2 2 
时 ， 
du) m x So Em OE) 01 — i 
“I 2i e. CO) 2 (a 2: 
8.2) 设 rO) 是 方程 OD 一 4 的 解数 , 则 


D ra) — ex - ol T ). 


"ow. iong 


a $i + 


(ža fo- 270 i ce vost 


Re 52-1). 
b) iEHH 
1 = coln x -+ O( InInx), 
34 X pis) 
b. ig z > 2, 0M 
nz) 
— = cl 5 


Par 


UU- irte i) 
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第 五 章 t 兽 数 理论 中 的 Buworpazos 方法 


在 这 一 章 甲 将 证 明 H. M. Bauorpanos 了 鬼 中 值 定理 以 及 在 此 
茶 础 上 估计 EO) 在 直线 Res 101 MERN. 后面 (第 六 章 ) 我 们 
将 利 岂 这 个 估计 进一步 收 进 O 零点 边界 ， 


51. 三 负 和 的 模 的 中 值 定理 


: 


= 


E J, 


1 Dk 
J —- Jya P) EA | * a > eita zt aF ET) dæ" . "du, 
G 


x 


称 为 三 角 和 的 模 的 中 值 .。 在 一 系列 数论 问题 中 ， 重 要 的 是 知道 J 
申 卫 的 增长 而 增长 的 阶 ( 中 值 定理 ). 

我 们 证明 车 二 辅助 命题. 

EIE. l. x dis 435777. As 是 整数 ， Jas Cas 3;:,77*3 An) 是 方 
Tz 2H 


TIN (1) 


HS feri, ER IARE ED: 
a) Ji ss Aiit A.) 


1 1] 2k 

++. amata, xu at 一 了 je 444 

= | | | > | prm ia et ugs X) e mio A, Vosa deg, - - dan: 
SÜ Nn xep 


b) Jis Arstt sAn) E Jr alOs 0 0) 一 Tkn C) = J; 
c) >, Jas CA, dis, AS) m PR. 
PS EEEE a 


d) |2 < Patta | A4] = KP", 


+ 52 s 


2k— nra 
z 


e) J — Fia) 27 CIRP 
D 如 果 ax... dip a,——c—3.— 0B) TER 
(15, 954A, PF [EE BU A, 4P e Ass xo tA dB d E Li 
4,7» 2 — à, — O0 FEE S FE£H CI). 
1 1, 4 — n5 
LEE 
Bub. WRR ER Rp Z& RERNE, AANA BY wn 
9 ROERE 22; b EH ERATLHVERBDORGR nq 4H pa RI 
模 的 积分 而 得 到 ; o 中 的 等 式 的 左 过 是 方程 组 (1) 的 一 切 可 能 选 
取 的 fis tastera 的 组 煞 ， 即 严 *， dag dE co; d) 由 as 
Fart Xu PAEA, e) E), b) X 由 推出 ; 如 果 将 
xi^ H Aarte, x t A WRIA H TB C12 的 第 一 个 方程 , 第 
二 个 方程 ,最 后 一 个 方程 ,使 得 到 D. 3| EE EHE. 
5R 2. ik s >l, m Il p ER” ps. 又 设 工 是 同 祭 
方程 组 


MIENNE (2) 
xy Hoce d oxh = 4, (mod p^), 
WERP: 4 x24 H mp —1.r—1,2,-.5,): XB ARE 
EE VEL ARM Pin, 
, ES x; (mod p) 
HAE TEE. X52. ,对 于 任 才 固定 的 Fist tto Has 
JY nim? p . 

证 .如 尽数 ws x. WEARDE), H xn = y, ymed 
2.1. xr 29 y, Cmod p^), PPAR yis ys til HI Z2732 
H (20. Aka AR 二 一 0。 将 内 写成 下 面 的 形式 : 

xzr ox, 十 PXT 十 odo p" ur pl 
A Omx,.-—p.»—1.2,---,..,0 925 x44 — m. SERI 
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PE xa. Trs" "a Yras Erata 所 要 满 趾 的 必要 条 人 性. 
Ed EE Tiat 7 3 X, 满足 同 余 方程 组 (25, dB Fia TT" Ta 
WENERA EH modp, BDAATEOH 


"——————— (mod p) . (3) 


RUNE i saatta Sa RE Pus’ tts ol 的 初等 对 称 函 数 ， 那 么 ,对 模 志 
Wih, Sis fis tt ta 54 JE EH His Biat" to pn FERE — MEER. ia fCx) = 
y” — aal 十- 4-(—12?5,.. G rotta ta MET (3). H5 
Z Xu» ttt. Xu 是 同 休 方程 fv) = 0 (mod p) 的 根 ; 但 是 这 个 同 余 
方程 的 根 数 不 天 于 x, 即 C30 的 解数 不 大 于 nt. ERK, WEES 
得 到 了 这 些 二 的 前 > — lQv os) 个 坐标 的 必要 条 件 ， 我 们 考虑 
同 余 方 程 组 


*o* a o9 9 A * o9 9» 9 * » ou mos A (mod p) . 


HEL 
: F Prym H ee oO pp" Pn = Hr. 
十 是 


Xe EŒ Hra pU retinod p"), rr Ht kui .p" rn mod p°), 


并 且 $5 efa m= uunod p'7), k — v, ---, 2. KIEF uL, 得 到 


同 条 方程 组 

Uy, ty = gu, 

| NNNM "n 

(iyu, H tco P mu Xu, =E gu. 
LE» 2.:sQ24 = x4 (mod p), r= 1,2,---, n ETEL n— 
2 1 RE uiris [45 ws. 35 0 mod p). uj E tipa nod p), 
O75 f. 这 样 , 当 人 性 总 选取 3 一 1 个 相应 的 re 后 ,其 余 的 pn 一 y 十 1 
个 zn HJ (E SA EA ZX Tad zi EE EH RE — Rag CIHRZS EREB BUT FAL, e 


和 jf oa 


0 (mod pR RA ARA SE SR PD ECICT E p". 由 二 rSn 中 
以 是 任意 的 ,所 以 


Hn 
T sLatpt pm? me nimp? , 


引 理 证 毕 . 
引 ] 理 3. IE Hys t, = 0, 20,9 7 0,-m-7-8-1; nul 


> Hv E (X 22403 231 
CHàülder FERI, 
ub. 4 x I d BI. 
x" m cr d- f£, 
因为 函数 x* — «ex — 8 EBR. 因此 ,对 于 a.5€[0,1]. 我 们 
得 到 
a" 5? < oa d- Bb. 
d 


t 1 
ua n” 
dim F p? È = b IF 
S Ea 
ucl *-—1 
LU EUEIE- 3 m —- 


Hie- 
1. Cauchy 不 等 式 : 


F 1 E P 
»3 cov) < 二 (X 2303 vii 
v= =I v=] 
F % F 天 一 上 P ， 
2. (> ev « (31s) > ut g 
t=] t= 1 p—1 
P Á P 
3. 53 u) x pti » ut. 
"ui =] 
引 理 4. i e = 2, P I ny”, kan tn, D] J = J..0P) 
PETF 
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Jas (P) ez AP ITUR p. Ps 
其 中 
pp p, 
证 . 我 们 将 和 用 初等 数论 中 的 下 述 命题 : 当 N m2 时 ,在 区 间 
UN, 2N] 内 总 有 素数 。 有 从 卫 和 的 条 件 推出 , 在 区 间 |r, zi 


ALAE CRY p. pon. E P =| Hd +1, AP PPisd in P) 


< Jn pP. JiatPPo 等 本 方程 组 

(x 十 py) + orre — Cena E pyu2 — 0, 

a (4) 

(x, P py," co oorr — Cx E py 2" = 

1x xQxop.U0 oy, PR.r—l2,c:.2R4, 
BERL 这 个 方程 组 的 所 有 和 解 可 分 为 两 类 : 上 妆 人 第 一 类 的 解 x， 
3157775 Xa2&£5 Yak AEBETE r ccc. XR 中 又 在 Vicki» 775 uk HUE s 个 
不 同 的 数 隐 解 ， 所 有 凑 他 的 解 与 人 第 二 类 。 Hn. Ja 分 别 表 示 第 
-AmE FTR RINA 
Jia pP SE h t a 

RME e AAE r AARE AE B XGA kK — 1o 
(k — n c DAAE. STDL 于 不 超过 R Jo XX J EHEH (4) 
的 请 足下 述 条 件 的 解数 : rz 两 两 不 向, fetis tto Zira 两 
HPR; 而 其 余 的 变量 是 尾 意 的 ， 我 们 把 J1 表 为 积分 的 形式 。 设 


J) — ex M -** cr oux", 
P1—1 


Sx) 一 > exitx+p7), 
y=0 
那么 


; 1 1 EH P 2k—I« 
nee] M seocseo rM seo fE dor rda, 


rh A6 ENGER PAREI xa. ct. xs KA JEF OES 
H 3), 


= 585 a 


r 
D se) 


È 
Tina gin S lS Ca) | no, 
r —1l 
Ji p, 


L 


J 
AU max Ve 2, Sx SCxD| [SC 714a, * dn, 


mu.ETEIxADEARARTO TEA ELA ER: 
(x, + pr) 十 "十 《xn 十 Py«) T Cx + PYs4i4 
+ +e + Ex py) 
= Xa 十 PY &4i2 +- + Cr E PY Aa) 十 Cx 
d- PY4An41 + --- +x -F PYDd 
Cn 十 prd tooro -H Ears E pyang" + Cx 
E 六 fp+i occ + C t pyp" 
= (rp H prend” Tr dT prind” 
F Ce 十 Pytani" E ee o Ox E pr 
而 由 引 理 1, DH; EEST TFAA S BO REX 
Cx, — x dE prd H otee ob Cx, — e HR pya) — Cag 
一 + 十 Pran) = or cr — x + PY ka 
= p Yap ttt — Yn): 
(x, — x Top? 十 -十 X. — 4 十 Prad” 
— Crge — 5 pyrn)” — ire — (äkta 
— x F Pyaxs)^ 
一 —p'yLad- cto vi. 
AnRfEBnIeS^nmmsxXOHREEXDETHERaSfR. MARAKEH 
ide 26 or^ Ze SB E) Sr se ATE E 1] 283; £E:H 5 i25 FER IE SE 
AA mMERI.BESEH i ft Fatis’ "s Yào Y&-—ssas 
的 组 数 不 超过 (31 理 1, b)) 
Ji- sa PU 


008 Ys 
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此 让 ， 固定 titia Vas 7" s TRES Yen 我 们 就 得 到 2 a, 十 
六 xn pya 满足 3[ 理 2 PAARD EH. BE, AiG m = 
[Pp ^] 4 1, BUR 

JU X ntm p E (PP) Ja us CIO, 


n—^ 


< Ja-a PI. 


lo. ypt 
Ji 二 2 4^^p 
现在 来 估计 Jas 在 这 种 情形 ， Tist" "a X5 中 有 至 多 可 能 有 n —1 个 
BEARR. BUE vo x2. 的 有 有 了 可能 运 取 的 组 数 不 超过 
np", 于 是 ， pub Tis]. Xu BERT HGIL3.352.05128 3 40508 
1) 


nh NP sGOse5GOSGa0 Gades + -do 


P 
EL tpi. * [5 SCY} idas = * det, 


dti 


x n^p*tn Jgn P) x n p pio] gn Py 


ZA Q82—5 


x » -4p a CSS 
A. Jo 的 估计 推出 引 I 理 的 断言 ， 
定理 1, gr eol, krn -tnr PI, PA, 


2 tu 
J Jel P) S Gnyp I0 +, 


共 中 
0 
证 . 首先 设 
Pi Quee, 
Mr 0 时 ,定理 的 断言 显然 正确 。 假 定 当 * 一 m c» 0 时 断言 
立 , 我 们 证 明 当 = 一 台 十 工时 断言 也 成 立 ， 我 们 有 


nf i l mH 
& n talm H1), PI (2n) Orta) 
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应 用 引 理 4, 得 到 
Jka P) = qup E CP ). (5) 


为 了 和 估计 J.A Cs PIA EF HAERE AHA 
m(t- m 


k—nZew t sm, P, > PT” mn) 
这 样 一 来 ， 
Ji- (P sS (An) "mp, 
< mm 42m p eC 
由 此 及 式 G) LERNE., MER 
P< (2n) 
DMR AEAEE. RAA 
PLOD kem tamti). 


z 
sm mes. 


1b—in—X Ms. ) 


* 


于 是 
Ja s CP) ES P^" Jaen P. 
Anim 


Gri 


PI(Qa) 
PARTIALE EB C, e WERHAS EDS 5€ it Joss; ZR 
P< n) utr ud 
212. 34194 FH ITA S VERE f EE J-a CP), XX PE— EXERCI 


E 
tikb—n)—7 z MES 


Jk UP) SS ay P 


n* T 
Jia O0 sg Cay P T Pn 


$ 2. Zeta 和 的 估计 
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的 三 第 和 称 济 Zeta WW. 
2D T dá XATRER.NSEEBidT pU. 
5[38 5. 4 PZRIEB, 


FPTI E: 1 131. 
| x min (P, TD 
共 中 (a) 一 min((ol, 1 — (12. 
证 - GABRE 0 — e «1. 这 时 
xiex er ar -一 工 1 , —l| 
PE e ^" 一 1 | [snae| C Za 
5172 6. i 


a= 2 +Â, (a q)—1, 221, 8| «1, 


HAFEEZ g, Uc90, PI, d 


家 so)<s 全 rt 
证 . 只 需 证 明 对 于 任意 的 品 ， 有 
S 一 > min(v, Cor + a) « 6(U + glog 65. 
我 们 有 


ax + p, = Egl 十 Sx) 
q 


O'(x) = 8x + laf], PO] < 22. 
因为 省 数 Go 是 以 工 为 周期 的 疝 期 函数 ， 所 以 作 蔡 换 》 一 sr 革 
Lg] FNF 


其 中 Je ODi e2., 如果 2 过 1yi x a HIYA 


- ED a 


* 


(I0) i— 


g 

TES 

S< 5U + 7 -«6(U + glogq). 

a«isIea/2] 9 | — 2 

gH, 

定理 2. FEAA E 2X c = D, y > 0, EIR 2 iW em f 

Wl. T 

> n j eceNe osit | (6) 


证 - 设 100 反 N,-ON; 我们 合计 牺 


2Mi 


S= 5 xt. 


TÉ — Ni 


5 
取 a [= [Ni], 15x. y za. HIJE 


INI 
S = », cr Iogia trs) 十 Oa, a] x] 
d= 
因此 
Ee 
S| ea? »,|WC»| 224, 
和 二] 


其 中 Wia) = W = > > Qnem ne) 我 们 来 信 计 |Jy I. 
CR 2g 


| se 党 一 1 一 2 | sn © | = lels 


FE r T DH. 
gE PEJ gitFrtay) 4 zB, (4. y" 
J3É j , 


其 中 


+ Í >» 


25 cout (my zl 
Fíxy) 2. m » 3 la| x è 


S IBET 


117omx* 
fo—l1s——t-cur 
log N, 


Bum dx P, inu 
ERE 
W = W, -+ 4D. a^ N, 13, 
s 
HF, = eani ry beau xt f) 


eum et DD t. m = l, Zs*t"3 f3 16;] zl. 
Arm 2n" 
IITE RI ICSDBRSTUS[S) l, 有 


还 a 
|F, |?* zc gk > > pini in Ey nma at yr) D. 


€x-—1 Ny -—1 


< a >, Jrk A 3 “""s r) > giri e tp) |- 
Alea, xl 
mA CODE 1,3, 4) 
1 a akel 
|W E x at *( > Jg "T5 1) 
A1 rtp 


不 二 上 上 


2, 


4i ELIT 


nl EET Ld 


mE t 1 
AX Jio K to ubi 3 p.) PILAE nm + enn 


a | m 
~ 2j Jis 2***5 Ar) | >, atril A ben ux, | 
"TL S 


< a TD 3" 0» 


eq] r0, 0) S Jas tt soe) 


JE IE 
1 
(our) " 


1 
(un) 


X min (24. - -= -min (2.4,, 


* B2 n 


«a0 2.00, 0 [T S min (24, cos) 


m= ml iy 
其 中 
Am 一 一， 2 
对 于 位 于 区 条 
4987 cou eg legt (7) 
log W, tog iV, 


中 的 整数 m, b uu RARA AA 6 kE 而 对 于 其 
EJ m, XI es RILAR S BEES CAm) e 对 地 满足 式 《7) 
B MI $ 有 


， I 
Fm = min! 2741,, — 
” 2. ( t Cc mitn) 


E65 ( 34». 十 14, 十 Fale Gm) 
«m 


« 6(24,» (= +- fa) ngas 


EP 4712, 
其 中 

— mml 

2zmmn" Jm Gra 


i 
HQ, 一 (—1»77, Üm 一 [2mm], EENE x 1. 


EH m Brig ke B3 AS £6 EA 
gu, Ea 400(32Y (24 ,Y1 55 
|, |*£ «c 298771. (0, - --,0) * (400) (32) CA& Y a 27. Ros, 
Rax Mi。 所 以 选取 满足 条 件 
e* = 3807 


ga EE Tr, Eitt == rr rz 下 :占用 定理 工 ELE JO, "t5 
0)， 我 们 得 到 


| 


lr 
m = at^ (4000*(32)" (44 Cdr 9892 i1 II 


log NA 
-,7:i 
UE bod y 


HH 627-0. y,79 ERA R. 
田 比 锥 下 所 需 要 了 指 [S| BERE. MARAA E AE ER 
估计 并 C60. 定理 证 毕 . 
推论 . 当 | > 2 ht, 
EC T iD = Ofog? lz) 
证 ， 由 第 三 章 的 是 埋 6 WIS 3 淮 上 出 ， 


$ 3. 二 函数 在 直线 Re s 一 1 队 近 的 估计 
在 直线 Res 二 1 的 附近 ， 我 们 也 能 够 得 到 与 定理 2 的 推 沦 


AR ari. 
定理 3. 存在 绝对 常数 0. ER 
gz1—-——3—, uz 
log 5 |z| 
PETER 


eo d i£) = O(log* |:1). 
证 ， 可 以 假定 = 所?。 取 六 一 本， 这 里 了 是 定理 2 中 的 绝 
RIRE N = [elf], x — |:]. 根据 第 三 章 定理 6， 
tQ) =z > Hoa. 


ne M Nna 
ARA AS EB I 
N WN nlir 
$3iLkeiel dE] +f £ du 
nan fH -1 q^ i E 
x] + (7 ytes in da 


— O(InN) = O(In$ |z|). 
为 了 倍 计 党 二 个 和 ， 我 们 应 用 第 三 章 的 引 埋 3【《 这 里 设 ec 一 2 
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C) 一 “六 ah, G0 — 7) AREH 2: 


NH 
$ L| eol adu + 1G 7 
Pg Lic n DS 
^ x _Ylop s 
w f} (| aTe leg | rl 2 十 何人) 
A 


log x CM 
= (6) (| gm vlog :11 dv) 十 OL) 


legz _ Y r? 
== () (| £ alog'ln dv) 十 O1} 


- log 


一 O(log ||) 
EHIH, 


ja] RE 
1. CH. M. Bwugorpanom). jit m,P jb, 
P 
5 一 NC Zmije) 
一， E 


Er) — pt t 十 dr oux F o, 
— 4 i P" xc pul 
LIEN * uy (a, q) = 1l, 1 gD - 


Bb. TETR EE: 

D q — P', iu 1 «g-P, 

b) r =1, dni P£ qg P; 

c) g = priis, 如 时 P < g a prh 
之 下 将 有 


i5] xe 


- P 
hoent mM Diep 
T 
i = log--, ø = 2 
ni 


‘参照 定理 2 的 证 明 》. 
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2. ik «0 是 任意 固定 的 数 ，7 是 常数 ， 1<7 Xx 


m 50, P1, 


Jo) 一 petto ; 


S = 5 eT) 
AE oe |a| «0mm 77. Bub oe 二 3 一 27, 那么 
| 8| 所 c,Pe Top 
(EME 2 的 证 朋 》. 
3. (H. M. Briorpaa08) jẹ 0 e A = lA < B—ua*1—^4A. 
ACE dole) 是 由 下 面 的 等 忒 确定 的 以 1 25 E3385 758 HR ESI E: 
dux) — 1, WR a-cxr-—ü 


din) = 二， AME x 一 c $ r= f; 


dux) = 0, dpi 8 —x—1-c, 


S KE BE] dC 21 
P, Cx) = A NCC 十 z)dz, r-—1.2,:-*.n, 
WU 
十 中 
pale) = 8 — ut 5 "Con prime, 
其 中 


DE ， Í 1 mo Nn 
Felt | x min( P—m€. mw eur) ) 
和 | 号 中 的 一 撤 表 示 Ca” 一 0 CH. M. Bmorpanog" de? (crakaunk)), 
4. WO as i DP; g) 是 数列 xz 一 1, 2,*…-,PP 中 满足 条 
FE UOOI c 的 数 的 个 数 , 又 没 
D(Pic) = aP + A(P; go), 
BA 
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a) ACP: d) 一 OQP' 89), AR f(x) WE] Ats 


b) ACP; a) 一 O(Pe nee?" 7 5, dp 10) 满足 问题 2 的 条 


FF. 
s Res = 1, [ej 22 2, H 


ui 
T 


ER 
2 
CC) 一口 C1 log | 21D. 
其 中 a 一 1 是 绝对 和 常数， 
6,24 x Z8 工时 ,有 


Dix) 一 > Teln) = rP,Clog x) + O(xi7a& 5 ey, 


HH P, 是 磷 一 1 次 窗 项 式 。 
7. ix 
fix) — o dL cav Yo, 


(oum 二 4 $., (asg) — 1, 1s g-P, 


dq f 

则 
. e . 
laeif(r] +a jl , 1 9g 
2,07 o (P iD 
8. 田 第 三 章 的 问题 3 GRAA 7, 证 朋 
1 ` ft 
1e Rr) — oC) 

《参照 第 七 章 的 问题 ?。 


e 在 7 了 o 


第 六 童 5 函数 零点 的 新 边界 


在 第 三 章 $ 4 中 ;曾经 得 到 了 关于 冰 数 零点 边界 (界限 ) 的 最 
简单 的 结果 . 三角 和 上 方 渤 与 函数 论 上 的 考 虚 可 以 进一步 改进 这 个 
51. PRSETEC GU ETE 

EHL ME FG) 是 回 |s sl S or ERJBSEAUER ER, FCs) » 0, 


并且 在 这 个 加 上 
Fis) 
ED. <M. 
WRERR l -一 中 | A Re(s — 4) Ze 0 E FC) v5 0, MA 
a e = FQ 一 二 lo : | 
JR FGS zm -log M 


b) Re EC > A Na M + Re 
Fs) r 


* 
$07 P 


Jie 是 FFC) 在 区 域 5i— s]«-.—-, Re(s— 4)-c0 中 的 任意 


2 
一 个 零点 . 
EL = FG) [] fs — o) s Æ 0; gfo) 一 lmegtls), 


Hp e E FO EH |: 一 sl 所 "5 上 控 重 数 计算 的 所 有 零点 ;这 


TÉ. gGO 在 图 Is— sl €r LERIA EAA ds— al =r 
上 上 ,有 有 


A 
Ss 


4 gis) I Fis 'p sp 


|e} Fes) ae 
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国 上 此， 这 个 不 等 式 在 圆 hbal sr EBAY., 演 虚 较 小 的 加 
Is — sl = r/2. ERAL gC) 55 0. 因此， 函数 C) 一 lax 


re Cox gc fi dE AM RD e f rm 0 B 


g(s» 


———— 一 一 


Re JCs) = log = log M 


(因为 当 :一 各 时 S. a, BIDUBRIECLURUR M > 1) X 
Eg 
Re JES = Ü, 
因此 ,应 用 第 一 章 的 引 理 4 D, fil 
人 gs e $ io M: 
irG51 — [S| < Ln M: 
gn) | 一 | FC) LodatgeM 
pres FCs) E I n o7 


Bp X 


Re [E Gn) 一 9? ——| mo—IiwM. 
PF (sy) B yp r 


因为 Relu — 02) > 0, ATAM 


Re BO >» 4 log Af + Re >`. t 
FC) T 


推出 定理 的 断言 . 


$2. 5 ARE aAA 


下 面 徇 定理 改进 了 第 三 章 $4 的 结果 
定理 2. 存在 绝对 常数 e — 0, 使 得 在 区 域 


Im Xp—-————————— ll ————— 
In*C|z| + 1031n InC |z| + 10) 
内 £5) 7 0, 
WE. DEA LT0. f ODERA ead B eS t 


假定 


d 
ln 2 (2: + 2)In In (2: + 2) i 
BERI d Z9 06,7 0. 可 以 认为 和 充分 天 :使 得 


g = | — dol, 


.1 Yi 
inin(2z 4-2) 10° 
其 中 n ERARE PHRA. 352. 
LE LL fi 
lnla {2z +2) 10 
FRA EA 
4d 


一] 
in $ (27 + 2) 1n In (2: + 2) 


CLEDD. VELA s 29 FESSA r 239 SEETEBS ID X ER. 


[一 一 | 


Y, 
In (2: -二 2) 


HT 
Ti — 5d 
21n$(2: 3-2) — 1nf(2:--2)lnin(2: + 2) — 


Je 位 于 以 so 为 中 心 \ 以 Z 为 半径 的 圆 内 , 设 定理 1 中 的 FC) = 


* 70 » 


= £6), SEI [s -— s| mr Efi 
NON 

Dr i 

有限 据 第 五 章 定 理 3 ,在 加 |s 一 so 三 *+ 上， 
t5) = Ot log $r). 


Ke, 
-—l ox = L == 1 + => au 
[ECs 2 n9 Jj PU 
m HOr t 2)1n In (2: E a, 
4d 
ER HE 
ELOR — lor? 
tG9| ^M T Tp 


AAEE lS 4| 9r. 540) 6:2: 上 也 成 立 。 因为 在 区 
EX |: — sl «X Rets — s) Ze 0 PK |s — s! 所 二, ReG— 
s) = EEG 0, 所 以 应 用 定理 1 ,有 


Re £C m—4 log ad + Re 一 1 
5C) $g7- 0 


3(2: 十 27ln M 


ats -+ 2)In InC2: + 2). 


十 
5d 
US) o *. log M == — —— Rc + 2)I1n M, 
Ela) 
WESB.*4 cm > 1 if, 
EC) (os) «A 十 
cio) 一 


其 次 (和 和 第 三 章 $4 中 一 样 》， 


3 


= 7] * 


+ 一 —Re Emo 28 zs o, 


Coo d- 2:1) 
将 所 得 到 的 估计 代入 这 个 不 等 式 并 化 销 , 得 到 
— Jnin(zr-b 2) . 20 (2: + 2) + e 0, 


20d Y, 
或 者 
加 1( In In (2f + 2) 4294. q) 
do 20 Y, 
40 
um 


1 


In in (2: + 2) + 2 -> 0, 


R d — oht, dind — 0, A — oo ,所 以 从 这 个 不 等 式 可 以 看 


出 必 有 3 之 后 一 0 从 已 经 证 明 的 结果 和 第 三 章 定理 5 便 推 踢 定 
理 的 断言 . 


$3. 床 数 分 布 的 渐 近 公式 中 的 新 余 项 


下 面 的 定理 是 定理 2 和 第 四 章 $ 3 的 结果 的 简单 推论 ， 
定理 3. 下 列 的 渐 近 公式 成 立 e > Xt > 0): 
d) mm y + Orei 'a* znlnz)- $4 


zx) = (2 nu 十 O( xe cin i dary 


ir. H& T, 使 得 bT = laf (nln, 应 用 第 四 章 定理 3 和 
上 市 定理 2 ,将 有 
4 o (Ee zas) 


leed — x] « 
«Dat + 0 (2 x 
P3 Pn i 


其 中 
In 5 T :n In T. 
外 此 得 到 定理 的 第 一 个 断言 :第 二 个 断言 由 第 一 个 是 言 推出 (型 第 


+ 72 œ 


T == | 一 ~ 


四 章 5 2). 
(sl B 
A. 证 明 : 
a) MG) — S ulr) — Ore ci 


by IIo- T (1 — 23 一 i-- (1 + OCe-asi7*g), 


其 中 7 是 Euer 常数 。 
B. 证 明 : 


D S rla) = rlin - c) + OQ 2 ) 


"aux 


b) ^ z5)- O(xin*x); 


Ha X 


c) 当 Ón < x 时 :有 有 
^ vn)vr(n + m) = OCxln'x), 


LEE 3 
Lg Diichlet AHHAR 
Res = 1 Euh uw Ea (C. M. Bopouun) 
1, 设 实数 %,-…, an 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 :0 < es < "EL 


对 于 任 瘟 实数 fo 1 Bys E i 使 得 (out — B2 Z e, ss, 
《ex 一 Pr < e GITET jm1.:2,- NI EAR BIeUE, 
CcrakamuBK), BIS fe; — Bj| Ze 6&5 qun 7 0, qp) = CA 
第 五 童 问题 35. KEH fs xw) qu(n):-puxs2 B 
Fourier i, HF EBR 


T 
NICO sy vt) de 
- T j; i f Qnis wadde t eday + oCT).) 
2.1 


. 73. 


N ixi Dat, 
PCX; s, O) — > ne f > 


其 中 os — [[ pM E n ERAT E 9,4 PORA 
p 
的 独立 实 变 煞 。 如果 
PCX; ny 0) = 0, 
MATET B = D, 存在 FE 使 得 Re a > Res — ë, H 
QX. 54») = »d 一 = į 


AA H E 
《利用 Rouché 定理 和 问题 1 5. 
3.34 Res 1 Bh, 


E(2:) -50 n6- 28 


£C) #=1 
BEM s Herp 
P 

An) — (—1)l» ` n 一 II pm 
4. HERH: 

L2) ah. d CZO 
9 CO 1e 7 — P uotis 
5 . 设 


im —1 
F(0,,, 8 Paz”” 7 o) = > in (1— s) 3 


其 中 6,6, Dp, 是 下 村 为 素数 的 独立 实 变数 , 按 其 大 小 大 序 
排列 . 和 证明: 对 于 每 一 个 自然 数 wm， 存在 加 二 tm) 使 得 对 于 
TERREA > kos ZEE 

InF(8,,, *:-, Opd = em 


HSUBUR COto 0, IRRA 光一 的 发 散 注 ). 
6. 证 明 ; 存在 完全 可 生 函 数 i C). ATEREAK m, n 


æ T4 a 


A Ama) =A (m) On). AC) 满足 条 件 : 

a) lA'(s)] = 

b) XT HUE GEL ER ERR, 等 式 ACAD m iQ) 于 一 1 
HATIS 

c) M4 Res > I HT H3 SRZA, 


确定 的 函数 FCD 可 以 开 括 为 整个 5， 平 世 上 的 亚 纯 阅 数 ， 
d) F'GJle-—9) 
c) 成 并 关系 式 。 


a) 5 A' AUD - OCe ing 3. 


nux 


B) Mi Mc II, 
2($;2€)— gc) e oc), 


dco 下 < 下 


1 . 
7, 对 于 任意 的 ee [1 1 + 一 一 |， X 2m XQ» 0, KER 9,， 


T X e psx mS 
u FÈ, T 5 (i FILIUM -) 
xX«pex P 
ASTRE SELLA CR, 0) 为 中 心 ,以 R > pi ESAE K= 
K(R). 


3. E e 0, [EGRNPXIX—O, 一 工 十 下 二 RUE 
FRIN 
So AU e K= KCR), 


"eek 
9, r= 1 + lx XZIRX,D 0 时 ,具有 实 值 8,,0,.---R9 


- 75 a 


ARE 


PCX; o, 6) = Sae * 一 
HA 
H CPX; o, 0) 用 问题 2 D. 
10,74 X > X, > 0 it, AHE 


PX; D= $ -—0 
uxx H 


Rd» ke mv Re sl 十 Tax SIRE 5i ip: Mp 9 FOIR 2 J. 


a "5 * 


第 七 章 ERABEREAN 
小 区 间 内 的 素数 分 布 问题 


Morlo 的 浙江 公式 《第 六 章 定 理 3) HAE, 对 于 x 之 
x, — 0, 


Ki x 
iln zining 5 


和 在 区 闻 Cx, x 十 y2 内 必 有 素数 . 应 用 “函数 在 临界 带 形 内 零点 分 
市 的 密度 定理 ,可 以 得 到 重量 的 结果 (网 定理 2 的 推论 )。 


51 最 简单 的 密度 定理 
MEER «o-d.T IR 28b. NCT) MNO, T) HTF 
面 的 等 式 给 定 : 
N(T)—- ^1, Ne, T) = © 1; 


Irae terr MEG 
WAS NCT) X LBXUERGEO-oxi1':Imel|s« T EBJE 
时 然 零 点 的 个 数 ; N, TIE E EREE Imp] s T, Rep >o 
问题 在 于 要 得 到 N GO, T) 的 尽 可 能 精确 的 估计 。 我 们 先 证 
朋 引 理 . 
引 理 。 设 SCO 是 区 间 [ro n] 上 的 复 的 连续 可 微 函 数 。 又 设 
和 iis 8 — min — lk). HA s RIJE 


A 
SG) S 


Fd 


Iib SCO [^de 4-2 (|^ | 52) Pay 


x (i^ ls'Co ae y. 


a 77 


XE. SX IXEOCREER o) (A Cres fee BIFFI AX 


> PF, ES faa 
e= T ， 共 他 . 
ES 
q,C 一 -一 " NO 
BA. 


|^" q,COCLSCO PY de 


Ppi fr 


一 SG»? 一 e LRSQUU SC de, 


Ery —7 £d, 


”一 | 1562 [lC a 


scio < E 7" Escopas + 297 SONS as. 


不 等 式 的 两 边 对 + 求 和 。 并 对 于 乘积 的 积分 应 用 Cauchy 不 等 式 
《 韭 估 图 数 乘 积 的 积分 的 平方 不 超过 函数 平方 的 积分 的 乘积 ) 就 得 


到 引 理 的 断言 。 
定理 1 coii 


Fa T) «; CT*"-?Clog T y", 


证 ， 设 工 兰 23 在 第 三 章 定理 6 中 取 z =T. 


a& l, pi S&T hj 
eC) 一 


— 


Mx) 一 之 ;二 一 pen , X = TU, 


nax 
{F E] 
CG)M 105) = GG) + RC), 


=» 78 s 


-ey, 


C1) 


其 中 
Ds) 一 MC) > FI 


R20 CT IMaC)1). 


进而 
Pe) = S80. - Dla, 
Fap m“ "nur n' Zu AIT e ' 
H, rH 
1, n-—]1; 
a, 一 (m) = | 
2n 9, l1«»«X. 《2) 
MÆ T 
AT 


PRIE N d lea) Sri. 现在 设 s 二 p, Ele) m= 0, BAJA 
CLERC BE SIT. 


1<| D EÍ|eo(—P7 ul): 
XcamxT n^ |z | + 
T- 
1« gs. — |M 
x emo g^ nr zii ME 


对 后 一 个 不 等 式 的 两 演 按 上 函数 在 矩形 oo Rep 1, Impl €T 


Nle, T) € > | 


p 


a.u | 


+ BT IM «CoD T. 


把 对 e 的 求 和 作 适 当 的 变化 ， 使 之 能 应 用 引 理 . HR 4 — [In T], 
并 且 将 区 间 [一 不 ， 十 了] 分 为 长 度 为 1 、 由 以 下 分 点 确定 的 小 区 


nT 了 2 


ER 
dm--5,n-1,2,--*. A; m] e TA"? +1. 
那么 
E 
: 
2> > M 2 
p Qm crai PFL Ari u—1izdimnped4nm 


e 7U a 


m d pax »» » m 


PEA za TH dm a lM 
因为 在 每 个 矩形 Am +n —1-1mosdm--s 中 有 不 超过 
Cln 了 个 零点 ,所 以 从 每 个 这 样 的 矩形 中 取 定 一 个 零点 ,并 先 对 


求 和 ,就 可 把 上 面 的 二 重 和 分 为 不 大 于 Can T 个 和 ; 用 5， 表示 
它们 当中 最 大 的 一 个 ,就 得 到 
2 « in?T v. 


TE 5 中 满足 TiS [Impo| s 2T,, 2T, 所 了, 的 项 合并 为 一 个 
4H, 它 就 分 为 不 大 于 CilnT 个 和 ,这 笠 我 们 总 得 到 
Nlg, T) & In?T 5i |) a T MCp)| jt (3) 


n^ Ti+ i 


X uwurXx n’ 


而 且 各 号 D ”中 按 专 男 数 的 零点 品 求 和 的 项 满足 条 件 ， 了 去 


apl S; 2T, T, oS Repl, | Im e' — Im e"] ze laf — 1l, 
H ER f EF 
e, |? 
P Yener" , 


其 中 b, HB ARTE lbr! 所 rm 的 任意 数 ， Y 是 任意 整数 ,Y >I, 
我 们 有 le =r, + in) 


»» P. r M (> 1 cj > buf Ur 


[us 
al F 十 
Y -aY HU n^r ^ G EZ Y mne 


i 2, bum T r 


(2 Y)" Y LnUIXMIQY 


因 25 go, + Pri 


rr | 
M 
p PSA 
«xt Y 7?-i ir : —iT 
Mr + Y >, > | b, m" 
TE F Y ner Y Cd 


SETUP 


对 于 和 
Sa -也 | PEZ CY — n c 2Y) 


y nrw 


BRUT 


Suri 2 Spe € (DL em pu) 
Dy Lore 二 
x (1, 22 remm [y - 
剩 下 的 是 合计 积分 7, 
17d Aem je 


其 中 164] s rim) log m, 
将 按 闫 求 和 的 和 式 的 模 平 方 乘 开 后 ,就 得 到 


J «x f, > | ce 十 > D" E "x 


Y oLnY Yarm i kT log 
t 


> les |? Z log? Y > rm) «x Ylog^Y 


和 Y <m 2Y 
y 
D odlellel < » Melle! ! 
TE log A Yem r1 leg (1 -L- 2) 
78 7 


« v enl lemel ^ — 


到 r= i 


«x3 Sr PD uh 


Yr i 


« Ylog?Y., 
因此 
J € CT,Y + YDlog5Y:; 
S, CT,Y 十 Y )log^Y 


m^ 


Fn 


'« (I, Yy! -[- Y'-*Mog*y . (4) 


时 BI a 


HERA (3) AS ay —4d430426 K ln T 个 和 。， 并 应 用 所 
得 到 的 合 讨 CO CERAH A X a Y S AT) AE 


> | 5 ea e (T Xu” 十 (XTY) In?7T ; 

AS LIE. EA G) 大 括号 中 的 第 二 个 和 分 为 « In T E aXX C4) 

的 如 (注意 在 这 时 1 所 YY «- X2, 得 到 

qii "o, ` Ti- 

Tp [M k ^ E Ti 4. 
«(CT 4 (TXY nT « M aT. 

从 所 行 到 的 司 计 :天 的 到 法 以 及 式 CD 就 推出 定理 的 断言 。 


1G 十 X171a"T 


2. 1] Es [B] P389 36 2 


定理 id "e — £125 xÜnlng? rf I Xy — D: MA vr uA, 
plet 8) — fx) — 5 4- Qe 7T lasy 
成 了 并， 其 中 YY L0 RRRA 
a. Mi23x Tom x (第 四 章 定 理 3 ), 


= x? rln?x 
DD ma Di E o (< ) 
因此 {可 以 认为 A m), 


$4) — bo) & — S At 
megar P 
EXE - 
+O © T ). (5) 
ArT e 的 和 ,我 们 有 
OE 一 NE u^ du | x (wa < hr, 
T x 


FE e= Ree. RYK 
$ = 2 a 一 > (tos zi z"qu 十 1) 


Jm |T | Ime]|«r 


=æ NU) + log x >, | a^ Pe, oda, 


| 并 


a 87a 


其 中 
I, 0 过 六; 
FG 7 {0 oul 

根据 Flua) PIJTE SM 


SY Flu, o) = Nu, T). 


Timet sT 
in3CT + 10)lnlia (F + 10) 
A Ca, T) =, 
时 第 三 章 定 理 4 的 推论 ， 
NCT « Tin T; 
又 由 定理 1 以 及 《Cs 的 零点 关于 直线 Re :一 过 是 对 称 分 布 的 ， 
有 


由 第 六 童 定 理 2 AAH w-—1— 


N(u,T)« TU9-)(InT)^, 
FACERSE x > 27%, 


56 « TlaT + Inf 


1—-yti 


-y iT} 

xT ln T "du 
a 
«& TIn T rZ y CUT ia T)" inx 
”其 中 
TD- 。 —öů 
in*CT + 1031nln(CT + 109) 
BEER SA, (3) 得 到 


A x 


B CT) 2.- 
+o (ZY Cn T^ln x) +o (n, 
x \ TÀ 


在 上 面 这 个 关系 式 中 , 令 


2 
=| + H 3 
Ti = yel? £ülpins) , 


S MERUSRIB.S 


Ei 
h Lm x* gl? zninx? 


+ Bj a 


时 , 余 项 是 
O (eTr olary 。 


EHIH, 
推论 ， 在 定理 2 的 记号 和 条 性 下 , 在 区 闻 Cs x +l 上 必 有 有 
XA. 


ir. nie rox Xy. 则 有 有 
inp — dx + à — d GO + O C la'r) 


FE wr b 


= -4 Ohe rin ) x], 
foj XH 


1. 关 系 式 
e(t u) o 


(Lindelöf 假设 ?成 立 的 必 过 充分 条 件 是 :对 于 任意 的 nl srs 
lz， 有 
Dn OCV x lel. 


J)RXxGE 


2. Lindelöf 4i EXER SZ JE 2E VE diei RESP RE ERRE 
等 一 个 : 


a) c(i ri de = OCT), $ 1, 2,71 
| IG iD Pte = oc. o iam ness 


l 
- 
1 
h —— 
) + 
o L| [Grip ~ SH, SL, aci, 

F. -1 p=1 n? y 

2t.. 
d HAC) 一 D EE 二 odel, k=, 2, 0 2 o 


TANG 


T 其 中 0 一 5 一 1 是 任意 的 ,2 —105,5,m) > O; 


-* RÀ s 


e) D, Cs) = > vn) — xP,Clnx) OCrtt:), K725357**, 


E ex 


3.Jkec0, fif 
E (t c ) = OCl:l^». 


3552. 
N(Co, T) = Qo(qirtiou-?gs 5T), 

4. i Lindeiof (Bii B. 

a) No, T —- OTOH), 

b) P,4 一 P, = OCP2" Y; 

c) CIO. B. JImnux) 对 于 任意 的 和 N， 一 定 可 以 找到 两 个 素数 
t: PP， 使 得 [N—p—p|-—OCn'ND 《参看 第 四 章 问题 3 )。 

5 ,证明 存 在 常数 7Y， eral, $15 

|V — p — p'| = O(N"), 

ArpNI1. PHP 是 素数 ， 在 冲 题 3 的 条 件 下 计算 Y (参看 第 
四 章 问 题 3 )。 


+ H5 « 


第 八 章 ”Dirichlet 上 级 数 


类 似 于 自然 数列 中 的 素数 分 布 癌 题 ， 我 们 可 以 提出 和 解决 算 
RRUGE k L3, BHS 0,101 m Pu A G A I= 1) HA 
Momm, 这 些 问 题 之 床 以 重要 ， 不 仅 在 于 它 是 经 典 素 数 问 题 
区 推广 ， 更 因为 它 在 解决 许多 玲 垒 素数 论 癌 题 中 有 特别 重要 的 作 
用 (例如 ,可 参考 第 十 章 )， 

由 于 存在 这 样 的 可 乘 函 数 ， 利 用 它 能 够 以 给 定 的 整数 拖 列 中 
把 属于 形 如 i(—-.e,—2,—1,.0,15.2,:-2 的 算术 数列 
的 子 儿 到 挑选 出 来 ,因此 ,我 们 可 以 成 功 慑 应 用 已 么 在 第 四 但 中 发 
展 得 很 完善 的 方法 ，。 L. Diriehle 所 3| 进 的 藻 数 XCn】 就 是 这 样 
BJ ESL EX 'ES E TIEER E”. 今后; 当 提 到 特征 时 , 都 是 指 Dirichlet 
特征 . 


$1. 特征 及 其 性 质 


首先 ,我 们 定义 不 为 这 数 舌 时 宰 雹 的 特征 ,并 证 明 它们 的 基本 
TERR. RE MAGIER A HTE; 这 时 , 前 者 的 基本 
人 性质 仍然 成 立 . 

设计 一 pp 这 2 为 素数 ;a 2-1. Hah ARERI R XXE 
DiRi r 是 原 根 中 的 最 小 的 2， 对 整数 s. lask) =1, DÀ inds 
表示 # RIR R RIC g 为 底 的 指标 , 即 整 数 Y — yC) 一 indw 使 得 

gmn (mod £). 

PEBR S 可 相差 一 个 o 人 的 倍 煞 外 ， 整 数 的 报 称 是 只 一 确定 


1) 这 种 特征 通常 称 为 Dürichlet 特征 * 上 称 为 特征 的 模 * 而 这 特征 称 为 是 提 大 的 特 

， 和 证， 一 一 评 者 广 

2) ROR EIE EAP, 所 已 这 里 的 应 为 最 小 正 原 急 。 事实 上 ;对 固定 的 po 5 应 取 
XERA H pr HEDER: =l, AE 


^" BH * 


n. 
EXE k= p, p> AE, aec.  URfDtoEGORARAL 
4x dX SABER Ce); 
0, (n, k) — 15 


E n) = XL ni — ¥( ni Rh. = minds 
Cn) (ni k) (n3 kom) Á EE 


FK2SdE k ROURE: Hih m AER ERNER. 
KRERET, AA D = XÓnik.moMkW8DLI S 
Tm . T m KI ARRA AO LER AO po JRI Rikin XEYE p) 
4r R HE EAA h T RUE O0. Is. p — 1 10 I. 
HELE k = 2", 2-23. HA WERA n FEARR 
BJERRE ro 一 Tas) EY, Ye PE ER ENIE Yo Æ Yis 
使 得 


n = (—]1575"^ (mod $). 

Eut. pir T ua plte 2 及 a R a, PE Ye M Ya El 
一 确定 的 ， 

定义 2. k=, & 汪 1. 我 们 把 定义 冻 是 全 体 蒜 数 集合 壮 
由 下 述 公式 之 一 所 确定 的 隙 数 XCo) RRA R nuts. 
Ü, Ca, 2) 2 1; 
1, Çr, 2) = 1; 
0, (a, 4) 2» 1; 
(—1) we, (n, 4) = 1, 


LCa = X(n: 2) — X(n; 2, 0, 0) =] 


XCn) — XCn5 4) = X(n5 4, Ps 0) = | 
其 中 站 王 《一 1)r (med 4), m ERG 
Xn) = X(n5; 27) = X(n; 2*, mo, mi) 
Ü, (5n, 273 >> 17 
MM (2,29 — l,a 22 3, 

其 中 ma. m, ER H, 

以 定 色 3 可 以 看 出 , BE XC) = XÓns 22, ma m fk T 
XX Mo FI mu. Ak omo RU om HERR EA a 2812975, JRRD, 
RER, FTE pO 一 pD 个 江天 一 27 的 特征 ， 它 们 可 由 me 


- B7 o« 


kiti 0,1, M m, HJE 0, 1,---, 277? — 1 miti Ej. 
Hi EEXeBUJEPRREBRIBGRBEEGROHDOESBGATE CEH TARIR) 
可 加 性 《 印 科 积 的 扒 慰 或 指标 组 相应 地 等 于 每 个 因 于 的 招标 或 指 
乏 组 的 和 ?所 以 :我 们 得 到 特定 XCao Wy FAM EIS. 
1. Jt k pIE E Xe) EAA E Hio A. BI XC) = Xat 
PE 
2. Ca) AE ISE EE , EU 
X(nm) = X(n)XC(m). 
TAA XC15 — I. 
SIR 1. E E = p", o = 1, 恰好 存在 QR) 个 弄 巨 的 特征 ， 
WE. EAE EREA AI OR 个 特征 中 没有 二 个 是 恒 
SFA, HAB. EIRSESE a. 等 式 
ml rr 0, a ÆJ] (mod mji 
15er] MON a» 
x—9 I, 2 — 0 (mod m) 


成 立 ， 央 为 当 e" 1d. ERRAR T 


-< m —] 
由 此 就 推出 了 第 一 个 等 式 ; 第 二 个 等 式 显 然 成 立 ， 半 次 ,车 GNU 
EX ROMEBPEXUARXA. NU r 就 遍历 模 pOD OST AGRAR. DW 
Yn) 和 ovis) 就 分 别 遍 历 模 2 和 模 2< 一 的 完全 剩余 系 (% 2, 
k= 4 的 情形 , 引 理 显然 成 立 , 因 而 这 里 仅 讨 论 丰 过 2。 4 的 情形 》 
Mi Xas ksm) 和 XCsni ks m) 是 模 k= 5. p>, HUP 
个 不 同 的 特征 , 即 mi 95 mi (nod pD), 如 打 它 们 是 恒 等 的 , 那 来 
就 要 推出 矛盾 : 
E k XC; km) qik-1 E 
p) P Xn; Kk, m3) -一 É — 0, 


& — 2", ww Z9 3, HTA JE n] EESEIH, 
定义 3. YEDUS L3 CHR ERU SEE LRT i898E xCo) FR 


B8 >» 


主 特征 ,并 记 作 tw). 

由 定义 [一 3 可 稚 和 但 ,对 于 模 & — 2. X6) = IO) 对 于 楼 
k= 4, Xn) = X(n: 4, 00, ETAR k= 27. em 3, Xn) 
Xni &R,0,00.[AÀ JT k = p ph, Xn) = Xni k, 0), 

特征 的 其 本 性 质 一 一 正 变 性 AE TE R. 

I 理 2. 以 下 二 个 等 式 成 辽 : 


l, a = l(mod Å); 


1 
——— X -一 
pl) PS 9 Lo. 5 Æ (mod k), 


RE, RNEER RBEUSHUER pO 个 特征 求 和 ， 


1 Ld 
q CR 之 d lo. X Xs. 

WE. MR CI) SE X 1 一 3 BUSES ER. 

特征 YGD 的 最 小 周期 可 能 小 于 它 的 柑 钨 ， 在 以 后 , 起 重要 作 
用 的 是 所 谓 冻 特征 , 即 那 些 最 小 周期 等 于 它们 的 洲 的 特征 *. 

定义 和 BER — ppl 22535300 EUQdPRIETERÜE XO) 一 Xn; 
ko m) 称 为 原 特 征 ， 如 果 Cn, R) = 1; B OR—2€(a25) 的 非 
十 特征 xn) = Xr} &) = Cn; Ra Mos cu) ERO E r fE, $ E 
(m,,2) = 1?; gi 4 A EEH ERROR RI EE OR BS BROE dd. RIS 
非 主 特征 称 为 非 原 特征 . 

定义 4 的 一 个 直接 推论 是 ， 对 梳 让 二 p" Aaea Es 
一 定 相 应 地 有 一 个 模 kh = p(B8 a) WRALD EBES. 

在 原 特 征 的 值 与 Gauss FU S H3 fà IBID FU By X XX 
CH,5| 38 3) pgE Vr iX 1B Gauss RIS Xt X, 29 


l, A = Xy 


页 xo og 
S= Slk a, O — D) X(De R, 


m= 1 


引 理 3. 若 XG IER k B CTS E, M] 


D RIRI- EA ERR I A GE a B a ee, — YET TE 
2) 对 模 Kk — arD ARE RRIA EAA ~E 


* 39 。 


ž EE 
r(X)XÓs) 一 >. XCa)e +, (2) 


r — M Kade, OO =s k. (3) 


证 ， 当 处 一 4 有 时 ,等 式 QD Rl C32. CELER UE A A 5, (n, 
Á3 一 1; m HARA 
mn = ] (mod $) 
确定 ,我 们 有 


x iz 
Xv (X) = »»o Xom)e & 


t -— - zx PT 
一 > lamje *= > laje * 


《这 时， 我 们 利用 了 ZC HARE, ZOD cns ”的 周期 性 。 以 
及 am 和 a 一 起 遍历 横 HRANA). A FANE SA >l 
的 情形 ， 这 时 式 (2) 的 左边 为 零 . E k — p > a2, (5. m p, 
BIN XSx,E 


>, XCn) — D, 


TFAAR QD RhXnaB WR. MER k = p, >l, rp. XX 
B. 


p" is £^ pri iwi 
laje ”一 >, 2, XCu p" + rje P . 
"t CPL 
我 们 来 证 明 
此 一 1 
22 Xap + e) — 0. 
"mu 


十 于 《at 一 1 的 局 期 性 各 可 薪 性 ,只 要 证 则 等 式 


æ Uf » 


3 Xp?! + 1) — 0, 

it p> 2, g Eii pR. XA. FERN eh goo pz ai 
P Rta > 1; mH. 

(g + pr = l + ph, 《五 ,加 — 1, 
"Tod dap 对 模 拓 的 指标 : 则 7 — (p 一 1)7 Edi TT 

Cg + pi) — (1 A pb)n = 1 + ap? (mod p°), 
FH do f HB, 
T, == abp, $h, = 1 (nod p). 

"hp 


. #—t 
—gga i itd lE 1 


Xp? + 1) -e ee» 


— İr uu 


Wp-2.R-1.almài» EUE.1d-a2 BOSBEMBODO, 2277. 
Bri Cm, 2) = 1) 
1 mre 


>O EG 4-27) 1-4 (— 15e s qp, 


ED 


这 往 , 就 对 任意 的 ?证 明了 式 QO. Mot (2) 及 式 (1) 可 得 


m 
—]4 


x us k E 
25 CO PIXGDI! pO ED D Ge 5 


m--r'mgJczÉl 


A 点 z—b)n 
— 3 XGOxG) 317 53" Ls asy, 


XX BEUEBH TX {3}。 引 再 证 毕 . 

现在 ,我 们 来 定义 任意 模 尤 汪 2 的 特征 ,今后 ， k 一 pvccp 
EGER A IERA TA NES. 

定义 5. Hid: 


xla) — Xi k) = T] xi seo (4) 


所 确定 的 国 数 XC) ITA R RJE IE. 

TEA G 模 丰 上 隐 特征 称 为 主 特征 ,如 果 在 式 《4) 中 KG 总 一 
Xni pia E= 1, 2 s+. 

EA T. 模 站 的 非 主 特 扯 称 为 原 特 征 , 如 果 ;, 在 式 《4)》 rh, XC»; 
pU) 部 是 模 pe 的 原 特 征 , : = 1, 2;-……，r， 不然， XC) BRYTOS 
E CREE. 

HiL 7 可 并 :对 于 每 一 个 模 大 的 非 原 特征 Xas — SETTE 
一 个 民 大 的 愿 特征 ACG, ERBETEN S REKDAL 
ESFAS MIEL A 整除 x*。 这 上 时 ， 我 们 就 说 X 是 由 Xi(2) FH 

BITIETAJ E A — p* 的 特征 所 证 朋 的 所 有 有 结论 对 任意 模 二 的 特 

- 亦 成 涝 ;并 且 是 已 经 证 朋 的 那些 结果 的 简单 推论 ，。 

我 们 来 列 下 寞 下 的 特征 XO) 的 基本 性 质 . 

1. 模 外 的 特征 XC EL R a AMANA, mE ETE, 
MH. X(5) = 0, WÈ (e. A) >l, AE XD 0, mE Co, 
k) 一 1. 

2. Sp PESE 2 $U m. X(nm) = X()X(m) CIRE. 

3. I EETER TE p "ER KE EAS AASE. 

4. IE 22 HE: 


1, n = | (mod £23 
TA a=] ' 
qp CR) xioak 0, n 天 i(mod $), 
这 里 , 求 和 号 是 受 汞 对 模 志 的 所 有 e OO 个 特征 求 和 ; 


is X = Xi; 


1 OLSI 


pR) Z21 0. X Æ X, 
5. d X XE A PIE IE, DU] 


TH H 


T( Xs) 一 2j X(m)e K, (5) 


- 0? a. 


其 中 
is am 四 
EEX 一》 KDR, Dj = VR. 


FEE 1 一 3 的 证 本 是 简单 的 。 Ab SEDDELEBJUENIS. 3 
k 一 kikis Cus k) 7 1. W 
Xims k) = ZGms kOXCm5 k). 
HA HQ AH Fha ^y 31] i3 75 E i 和 Ra D 24 m3 ARI. 52 十 mak; Ub 
XE EST & ki HERRA. HE 


$ uH 
SCR nK) = D, Rime” K 
m=] 


gp int Ea af n 


Et LP 
= >, 2 X Cm; -F agde 3 Jk Cmk 十 milii Je Aii 


mF] ms 二 1 
Bur i: 


E; ILU ks im " 
= (> ZEmikas kae ™ " X2 Cmk Re ) 


= XC ROX Cka KOSA n KSC n, a 
eG] 
cC = SQ LX), 
由 此 ,从 引 理 3 RR G). 

模 证 的 特征 可 以 由 性 盾 1 和 2 来 定义 . 

引 理 4 E YCD 是 整数 变 景 nnumDEEXk. Rupe k, CEU 
SERT GER, nRIASHJ, RH Yr uj) == Ymd Y Gns 而 日 当 n, RÌ —1 
Ff. Yd) 一 0。 那 未 :一定 存在 一 个 如 ， 使 得 

Y(n) = X(ni k, m). 

证 . ix (a5 R) = ];. Wij 


K X 
T = 2j Y£n)X(u) = 2j YCas)X(an) = Y(a)Z(a) T, 


所 以 ， 或 是 对 某 一 个 硅 有 Y (a) 一 KX(a)， 或 是 对 任 窒 的 Xx 都 有 
T — 0, 但 车 后 一 种 情形 成 立 ; 别 对 任 巡 的 5 (5, D 一 1， 有 


. 03 >» 


0 = ^ Xs) 5 YCnX(n) = 2, Y(2) >, X(8)XCn2) 


= YO) POR 
KARTE. 5 HHE, 
推论 ， 横 所 的 特征 和 模 k WIER EEA kik: 的 特征 ， 
特征 是 复 值 国 数 。 促 取 实 值 的 非 主 竺 征 贞 有 特殊 的 蕙 位 ， 它 
WEDOS RE. PAU E p T 2 为 素数 , 则 各 了 的 实 特 征 是 


Ü, (n, p)-—1; 
X(n)— X (a; P £ 2 L) = Le (5, p) — 1. 


这 种 特征 称 为 Legenire 符号 ,并 记 作 ( 二) 只 要 取 到 一 个 复 代 


的 特征 ZC 就 称 为 复 特征 ， 而 取 XC) 的 共 辆 复数 为 其 值 的 特征 
称 为 Xm) 的 复 共 轿 特征 。 记 作 zz)。 对 模 & 的 任意 特征 X(n) 
满足 等 式 


XT Un) = Xn), 

E X'C2) 一 Xx) Ra Eh ERR r PRECO 的 指数 。 这 
样 ; 主 特征 的 指数 为 1， 实 特征 的 指数 汐 2。 复 特征 多 指数 为 3 荆 

由 于 特征 的 可 敢 性 ,有 

Xm1)=1, 

BI XX 一 1) = +1, XC—1) = 十 1 的 特征 称 为 假 特征 ，X( 一 1)= 
一 1 的 特征 称 为 奇特 征 ， 

RIGA DHERA tE. F X A 各 是 模 瑟 的 特征 , 则 | 
对 任意 的 好 有 


«et. 


Zn x m" E RS IRSE ARS H A v E, 
gig 5. i x Rp RAAE, 
ù = > X(n)s 


cM 


WA 


IS] « A & lok. 
dL. "Ti Mx&R—1. RENE S. 


7" ---» me 
Xm) Hay zu ; Km) 


Br 
T; 5 1 4—1 — EN — I 
3 一 En) De 8 m Ym) 1. 
"7 m= nM (X m1 DUE 1 
出 此 得 到 
k 1 ^t | k 
2t | Sin ay 一 上 
T 
Is] « —— S [m "E 
ví k "=l sina VR m sina | 
AUE R ERT 
tr k-i 
2 N^ 1 TWO d 
[S| = —— 人 — x R 一 一 了 
k ml inwe 7 m=] n 


因为 , 当 Sas T Rf, singa > ta, 


IE & ERR, p 
E Low 
IS] « —— $3 ——L o. t ux. ig. dl 
f m-l sin ar VR mci n R 
其 次 ,我 们 有 


+s In & , & 5p. 


E 


5! 
$5 Lx as — 0) « In& — T 为 偶数 。 
综合 区 上 的 结 染 就 推出 引 理 能 断言 ， 
$2. 上 级 数 的 定义 及 其 最 简单 的 性 质 

Dirichlet 工 级 数 是 类 似 于 Riemann 《函数 的 复 变 函数 ， 它 是 
Dirichlet 在 研究 算术 数列 中 的 素数 分 布 问题 时 引进 的 。 以 后 ， 所 
WII L AA deta Dirichler L 级 数 。 

设 白 然 数 万 > L XTE D EE— EE. 

定义 S. 级 数 
L = LS X) = 5 


n-cl 


Xn). Res — I, 
Ti 


ER L RIN. 
EH] 1X€n5|] « 1. E LEX) 在 半 平 面 Res > 1 ARRIT. 对 


d LG. x) AHJ Fuler 公式 (Euer SER). 
引 理 6. 当 Re: — 1 时 ,等 式 


Lo, 2 ~ T - Xy e 


px. 
WE. Xp X>, ARKA 


一 — XC NT 
$(,X)-— [I t P ) 。 


bx 


Ej Re > 1. El 
(= #22) =] + Xe) + XPD + e 
p 1 p pP 


Erb 
NECEM 


XC») 

ds, X) = 1 -+ ŻEL 
) Iri p P j 
一 $1 XA) + RG, X) C7) 


HA 


æ O^ s 


CELH X (22 BU RISE VE M E ARRUA IE ELT R7 SR RE BED. ZR, 
|I Rs, X»] * ` i « i du — i [x], 
mA UO —1 


n" ALX yT 


这 时 s = Res 六 1。 对 下 (7) 取 极限 下 一 co. 就 得 到 3| 理 的 结 
ig. 
Mak C65 可 得 


f XO 
Ls, X) po^ 一 25 
sica — 
t g — 1 


ILC D > E, 


B3; Res > 1 Et, LC, XX) 0. AAA k i a EE, DU 
LEs, X5) 和 as) RAR EFT T AVAL. 
SERT. Hb Xs) 是 措 丰 的 主 特征 GC M Res > 1g, 
LG, X3) — £€G) |]. (1 — Ly), 
P ^ P 


WE. 由 式 Co) EERE pCO AEM EI EJES E. 
推论 ， Ex ER s= Í FF Ls, Xo) 是 整个 了 平面 上 的 解析 医 
Pt, s =] E CAI a E DE. EESE 


1 
H (: 3 
Ti XD) AIER I Xi(0 Æ A BZCE XC) Bu dE k B9 EUN 
iE, Als M Lr, x) I LG. X0 HI IUZERET AT EBERT. 
引 理 B. iX X, ROS p. RIFI X EHA X, SRREBÉSU k JEE 
FFE, & v k. HsH Res > l Bd. 


Liss X) = LG,X) Ht -2%), 


WE. 由 式 Ce 及 罗 38 X RIPER HETT S DE. 


= 07 a 


T EUBREXCLO.X)JPRiBsmEGÉNU Res 0. 
S[3B 9. i X X. 风 当 了 em0 时 :等 式 


LG, X) — s | SQ ds, (8) 
成 立 , 其 中 
S6) 一 2. X(n). 
dE. VERON Ze od. Res — ]. 利用 Abel 变换 【第 三 章 引 理 3) 
可 得 
25 X2. — a e ST ola + £O, 


n=l - 


其 中 
cx) = Sx) 一 上 
到 和 极限 六 一 poo. 这样 ; 当 Res p BI.Gb4é 3$] Da&(8). 但 
Ak. [SEO x pik) MAR G) 中 的 积分 在 半 平 面 Res 20 内 
收 误 :并 确定 了 一 个 解析 冰 数 ,这 圳 是 所 要 证 明 的 5。 


推论 当 Res > FE X v5 X. 时 ,个 计 
LG, X21 x 2] s| yl) 
nir. 
jx (60 — iB SE. SU 
SiE 19. 当 Res — 1 时 ,等 式 


L'G.X).. wc ACOXO) 
Lis, X) 2-1 n o) 


成 立 ， 
现在 对 式 (9) 应 用 第 四 章 定 理 1， 取 5 一 1++ 一 „æ= 1, 
T 2-2, n[i 


1) 这 里 应 先 指出 LO.X) BA C8) 开拓 到 Re 8 一 一 译 考 注 


=。 98 >» 


古寺 本 Lis, x) 


dix, X) 一 ` A(n)XCn) = p LG, X) 


Z 


“ds +0 (=r i see), (10) 


MS M CR, D 一 ] mj. 


YZ R3} X. XC 
$i k, D 一 pops XD. 


xx RÉ—3E, o9 T DH ACX k, DEER 就 需要 知道 所 有 对 应 于 
E RIIE AO tr, XX 的 性 质 , 有 好 需要 知道 式 C100 中 的 积分 的 
性 质 , GB TAA C0 中 的 积分 ， 就 需要 有 关于 L, X) 的 一 
些 知 识 人 这些 知识 和 第 三 、 轩 章 中 所 讨论 的 关于 ts2 的 那些 知识 
HETEL. 

REIRA £05) 8*9 E FE BS SE TE SE LO, X2, 28 
m DRE COR RRE. 324] 1 ASKPHIOHIGENS LC. XY JT in AU 
整个 < 平面 ; 皇 证 明 相 应 去 它 的 函数 二 Cr 2X) ie BRER, 并 对 
£(5,X) 应 用 第 一 童 定理 5. 


$3. 5 3k F 3E 


我 们 将 先导 出 对 应 于 原 特 征 X 的 LO. X) HjOR EX X2. p 
长 引 理 3 EERPUOS RE EXE ERUE X B9 LO X2 JP dE EU Y EEG E 
B. EAD RERBUEYSCEKSIEuEXJÉ(BBIEAZPS. BU xc—0— 
+1, X XC—1)- —1. 

在 导出 LG. X) 的 函数 方程 及 把 它 开 拓 到 整个 平面 之 前 ， 
我 们 先 雪 证 明 一 个 类 似 于 0x) RAHE { 见 第 三 章 引 理 2) 的 
$8 Hi dp RR. 

3|: 11. 设 世 是 模 六 的 原 特 征 。 对 于 侦 特 征 X. 5E GRE 


Tx 


(0, X)— Xe * , x0, 


二 一 


fT EPRRUE X. XIX QA 


* Ug a 


二 过 a 
rn^mx 


B, xr. K) = »» nXn)e 5 , ux LU, 


3BAGXPPEDPS EAZ O(x. X2) 和 BCx, X2 AAA RAAR 
Jj; 13) 


tOO00x, X) 一 &e(1, x). (11) 


TZ Lr, X) — AE a (t. x) (122 


或 他 ,其 中 rX) Xy Gauss F. 
iE. 我 们 要 利用 第 三 章 引 理 2 中 证 朋 的 等 式 


— cte 
5 e Er oo AE" 24 eo nhe tierna, (13) 


对 二 一 43s — — 7 


其 中 x 0, c EU. 
利用 性 质 寺 了 世上 上 却 我 们 有 


(Alr, X) 一 SEC) 3 e 


UT cx — um 


n z ta A 
SONED E 
r— 1 


— "LE en 


这 就 证 明了 等 式 CLI). 
250 T EHN C12). 我 们 逐 项 微 商 ( 对 变 EAFA H 
kiea: m/k e Ci A e ATEA aJ E E o E A 3E e 


È 10 = 


RTIAI RC E — s Iz GCRS ) 得 到 | 


ta 1 ' 
Tnm Ea im ein n'b mr t 
Sa ED a t m TE, 


E= e 


n = — a 


m [- Ifi — f£ , EH IE zi 


TRID x, X) — 5 L žem) 3 " n i 


5"-— on 


=- ET 2 Xn) > (Rn + mye RETE 


HE 3A v cm FE 
= ; 4A 2: nX(n)e kr = A z a, (i. x). 
31 理 证 毕 ， 

定理 1 (GREY OS GEO. GM OX LER k OERE, 


iG - (Y re) LG, 0. 


— £Cs, x) (11) 
pur. 
uL. EREDE Lii dM t AARAA E GEZE 


9 1) 的 推导 . 
假定 XC 一 1) 二 二 1。 我们 有 


hr (are ea. 
EARE Xn) 2EXI rR, H Res => 1 pj, 4E] 
a FRIT (=) LCs, X) = "a (È Xn) 4) dx 


= JG = 


Ep x GEBVRERE, SUR 
^ X(nje 一 P 8x, X25 
"1 


w —EL s> 1 i" £-—: 
m z I L ;X == =— z a 5 Pdr, 
(=) (>) Gs ) 2 x S 


江上 式 中 的 积分 分 为 两 部 分 ， 对 其 这 之 一 作 积 分 变量 替换 《x 一 
工 )。 并 利用 式 QD, 得 到 


green 
一 Y s Bx, XJdx + 


1 


< L6 z B(x, X)dx + — COQUE G(x,X)dx. (15) 
2 h: "E 


对 任意 的 *， 这 等 式 的 右边 是 解析 范 数 ， 因 而 ， 也 就 给 出 了 
L(s,X) 在 整个 :平面 上 的 解析 开拓 .因为 r(—) A 0. RA LC. X) 
是 处 处 正则 的 函数 ，。 其次， 因为 Xx( 一 1) — 1. DLE H leti 
zCOO(X) — r(A) X) = k, WAER (15) BEL 1 — dX XR 
X 时 ， 其 结果 只 要 在 式 《15) 的 右边 对 以 V RJv(XD. 因 比 ， 当 
8 = 0 Fi, MET EAEE. 
假定 X( 一 1) 一 —1. 我们 有 
ES Sti aTi == "eR VE x 
(=) r( 2 ) i ds. 
RH TE Res >l m. 
= —HE < 十 工 $5 = -一 - r x 1 X 
(5) r( 5+1 )z X) £ ra X34 


= l x xT dy E) r x t 
LIAC 0x3 Eas 十 UD) eG 7 Zye He, 


上 上 陈 融 给 出 了 工 4s X) 在 整 小 了 平面 上 的 正则 开拓 3; 直 于 


a 1023 


TOC) = —&, 

所 以 , DE 1- sits, ZIX, StuhiR HOEYENDGRBUAID3E 以 
PR /c(X). Bib, 34 8—1 时 ,就 亦 得 浊 了 害 理 的 结 沦 .定理 证 毕 ， 
推论 , iGo X) BEA. E X(—1)2- +], Mj Re s xz 0 hf, 


LG, X) MERA T (Z) 的 腿 点 为 其 零点 ， 即 是 点 “一 0， 一 2， 
—4, iE XC 1) = — i, NJH Res & 0 hh, LC X) 以 且 公 以 
r (H ARAJE MER 一 —1, 一 5， 一 5，…。 

下 面 ( 见 第 九 章 $2 EUER S4 Res=1 时 , LC x) v9 0. 特别 
的 ,有 工 (1, X) 0. 由 此 及 式 (14) 就 推 得 ， 当 Res — OM, EG, 
xX) s 0， 特 别 的 ,有 EC. X) v^ 0。 由 此 就 得 到 推论 . 

S4. 非 显 大夫 点 。 对 数 导数 按 零点 展 为 级 数 
从 定理 1 的 雅 论 可 以 看 出 ， 函 数 LG. X) (x 为 原 特 征 ) 在 半 
asar (gr tg 

平面 Resco 内 仅 有 实 零点 ;这 些 零点 是 了 (二 ) s r (g 
极点 ,并 称 为 显然 零点 ;零点 ， 一 0 亦 称 为 显然 零点 ， 除 了 显然 夫 
点 外 ,和 名 函数 一 样 ,函数 上 Cs, X0 TERETE QI RAS TE 0 < Res < 1 
内 有 无 穷 多 个 非 显 然 零点 . 


定理 2. WE X EARE. MA, A% EC. X) Ene, 
TUNHUGUPAESARSE uoo.. 满足 条 件 : Ou Ren, d. o, 0,mi H, 


级 数 D, |ps1 t 8E. (EGHHIERERU e > 0， 级 数 2ade t ux 
n=1 "T 
SX. EG X) 的 零点 是 LG, X2 ligdE g fA. 
证 . 当 Res > T Bj, 
] LC. SIE" 2|s|1pQ = 2|s14: 
GS DOF e za) |r (HE) can, 


Hi TEE RE 4) 及 等 式 
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Pes EE liG. X) 的 估计 当 Res < > RRR; 此 四 还 有 


£C0, X? 250, ATA s — +o ft, Inred ~ sins. 所 以 ， 从 第 
一 全 定理 5 就 排 得 定理 的 第 一 部 分 结论 。 因 为 ， 当 Res > ihj, 
LCs, X) v5 0, dC Ho C14) 推出 ,; 当 Res « ORE, ECx) = 0. B] 
505,3) 的 零点 是 上 Cr， 位 于 带 形 0 委 Rer < 扫 工 上 的 非 显 然 等 
推论 公式 
PETIT — 2 = 
£s. XI se ll (1 三) efn (16) 


成 立 , 其 中 4 一 ACO, BE = BO) 为 常数 . 

MAGHI, Lee, X) HHESCSE SGSRIST EAR Res = 

- SERIA RE PA py n —1,2,---, EC IIR ERSS 
Pd BULGARIA 

下 述 精 助 命题 建立 了 常数 一 BOX) FU LG,2X) 的 非 显 然 零 
FAZ RRI K fa. 

5 12. 在 定理 2 推论 的 符号 下 , 等 式 


ReB(X) 十 二 TAN 十 二) 一 a7) 
£a 
BEST. 
WE XIX C160) 的 二 边 取 对 数 徽 商 , 洗 应 用 式 〔147 得 。 


ECO, Xx) ECL. X 
BOX) — $7244 a — 
(x ECO, X) ECT, XD 


--N (zta) 50 


Es 
LC ons x) = LCI — Éns Xx) = LCp,, x) = LOI — B» x) = 0, 
PHEA ps 各 1 pa B LG. X) 的 零点 。 由 此 即 得 引 理 的 结论 。 
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$5 5。 关于 零点 的 最 简单 的 定理 


我 们 来 征明 几 个 有 关 工 4 X) 的 非 显 然 零 点 的 简单 结论 ， 这 
EZf£hpeinls 1 € 国 数 零点 的 对 应 的 结论 相 类 似 ， 
定理 3. 设 ps 一 让 十 i743 一 1 2, dE LG X) 的 所 有 
JETRE” X EIR k AERE T I2. WA’ A 
«A ] > 
TFT S eRT. 
uL 当 了 一 2 十 ;了 时 有 (5 一 0 或 1 


| 
M EZ 一 去 ) 


«NL +D 中 a clog Ti 


mcd XIII 
AX C162 和 式 C142 得 到 
O p ACIPA — 1 ž EN EN EN 
Re LCs, 2 z es RcB OX) Re $3 (—— +>) 


Y ] 
D —— n 
2 = > — 341 25 


由 些 太 式 C17) 得 到 


Re > lox > Ac + cilog RT < clog ART, 
n=l 5457 fm LES 
此 外 还 有 ， 
H I 
Re - — Re 
po "(2— 8, Tr — v2) 
2 -—g, 1 


一 一 
C — B. CE — Y. 4+ (I — vy 


D APET? ALAR HEE RGA A logi T| + 2) itl tog£T s St ST [S 
Rn, Pica dk 
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综合 以 上 两 个 估计 ;就 推出 定理 的 结论 . 
IEEE 3 的 条 和 件 和 符号 下 ,下 述 两 个 推论 成 还 ， 
推论 1. A REGE 
T = |Ime, eT o1 
的 零点 o. HTA Ze log kT. 
推论 2. 估计 式 


1 
or T. 
Iz-—rQ4: CT — Ti 22 
Em g, lo Sa osmotin le] Z2 2T, FA 
L's, XO 
X) + OClog &]£l2 
LCs, X) | 一 可 | EL 5$ 770 Cn 


成 立 ， 这 里 求 和 号 是 表示 对 LO, (X ARRIO 的 满足 条 件 
|; — Im os| = |r — ra «1 的 所 有 零点 求 和 ， 
WE. 同 证 明定 理 3 一样 ,我 们 有 


L's, X) — £ log Ž 
LG; X) -X(+ 1) + BC 一 去 be 


Pn 


Tt- + od 1 
2 $ 4-8 Clog |:2125 


H s= g + iz, |l > 2, —1o2. 
从 这 一 关系 式 中 减 去 当 s = 2-44: HAARAA, mt E 
L's,X). N| 1 


) + OCleg |; D. 


Lis, X) 5 — Pa 2 +; RÉ 07 Cn” 

EZ LPS => l, inii 
d 2-1 < -一 e" 一 一 -一 一 ， 
g F it — Pn 2 -b il — Oy (x, —:y (Y, — £t» 


E EIL EB AHE 1 及 2 即 推 出 定 卉 的 结 沦 ， 


| 可 25 
AFS Legendre FFEMFC. A, Crenanos) 
l.ix Ky ERRUR p e 3 PRR, Klr] 是 系数 在 下 ,中 


+ 1865 


的 变数 * 的 多 项 式 环 。  HWEUH. 对 任意 昔 f € Kple] 方术 
I + T (x) = i} 
的 所 有 了 的 解 x* € K, 至 少 ERTA 


RG) — 2/60 xf E ()) + la” — +) ux) 


ZEW. Hejko W Pi BD] 472 à y! x ar 
cé (mod p). p 2 3， 的 解数 Ns 有 估计 式 
户 十 3 

"T 


IN, — pl S 
2.1400 € R,[x] ÆRTER m tr RSS AAAA FPGD, 
]7—1542,:5755 $ = l; 2.""" ,fs 由 下 面 的 弟 推 关系 式 给 1 


pe m- 2i, qu], 
dx 


Fg m= 7 < FY UC2R—IDFÉD-MPFB tpU- i^ P ] «E <j 


证 明 FEC 可 以 表 为 


(n 
FRE =a TAR” 
RE, PPE Krl, PECO BOR (n DG — & 4-1). 


3. ip 3, N «c, i> 0, 
R) — C 2 EOD POG #7 
+ »3 (0x) Cr? — x91, 
其 中 fO € K,[xI. Gh’ c? GO 是 系数 EK, ra g EB pr d 


(参看 问题 2). iix 5.1 ms 2N. MAHAIEN: 为 了 使 每 


r 
Rrit) = 2 R,Gx), i- 14 24*77, 
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HAR A 


P—l ZI 41 
Rx) = (1 xí Ce) pÜ*D 一 x)! 


Z% 
+ > 2 tD x) Cx? _ x) 
jc-i 


HJER EE H 
i {r : 一 一 dj 
pen =? d pyi ED Pe tí TH 一 1 " 
dx 
ti oo tilen 3f; TESEEY pora df 
t —2—— 1H — 2j + la + f ri p ^ 
dx x 


上 一 
BU = Q0 —[], J> 2N, 


HERAA 
7 
2 1p) = > Fir. 1,552.53 
=i 


成 立 ,其 中 FP 是 在 问题 2 中 定义 的 有 理 函 数 . 

4. 在 问题 3 的 符号 下 ， 证 明 ， 车 jz) 是 = xk EIN. 
np. BRA. APEX IA rP za(e) 。 只 更 它们 中 有 一 
个 不 为 零 、 以 及 它们 的 次 数 一 一 ， 在 环 K,Ux] 内 就 必 有 
R Cx} Æ 0. E 

9. iz P zm en), N sun) v? s AR fix) e Kex] En 
奇 次 多 项 式 , 试 利用 问题 2 一 4 来 构造 一 个 多 项 式 RIQO € Kl x1. 
使 其 形式 为 


Re) 一 UEST G2; POG — y 


h 
«OS PG) — ax), 


HRA FEE SJA: 


= 108^ 


a) 在 环 Kir] A, RC) 0; 
b) 区 项 式 Ue) £P 的 次 煞 不 超过 GODS 


c) Zi Eg 13453 Cw) 一 六 的 所 有 的 解 r€ Kps WED AE 
IN RiCa) 的 2N ER. 
比较 多 项 式 R Ce 的 报 的 个 数 和 它 的 次 数 。 证 明 : cepi dp 
HH RAE y = f(x) (mod p) 的 解数 六 ， 有 估计 式 
IN, — p| SS eG. P. 
6. 尽 可 能 精确 地 计 筑 问题 5 RATA R e). 609.0602 EX 
en) 这些 常数 是 多 项 式 IG RA e RERO. 


EARR ARAR t a 
7. (H. M. Bunorpanos). 48 VOX) 和 NCS) 4 E! 5 D jul 
[1, X 1 Lgs P II SEE 2 SEULS RU HESS RAI T AC LU 
VOX) 一 LX +e Plogp, lelg] 


NX) = >x ro P logp, [alg 1 


(SARAH 5), 
8. (H. M. BuuorpauoB). 假设 当 X m9 X; == XQ(e) D eY 
时 ， 等 式 
X 
in X 


RU. Dls = sCp) RIPAR P GERI) mqpOEJIdERXEGS. ANE 
"c eR ing 


《在 数 1. 2, tees Y ERRER R EREA AbT n 的 素数 整 
ERO. 

9. e. Davenport). MA kl, 1 守之 pp 时, 不等式 
Es a sco tz e v/ o 26 


m=i 


vo = a o -2 


itl 
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成 立 (利用 问题 5). 
10. 4b pt Up pAVEp,lE 
U v "HEP 
uim 2,2. (=i ) 
Ach ode BER UAR VER P OPHUSCRIIKÜJÓ. 35A. A 
|| -cUVp?. 8-— 80852 —U, 
il. (D. Burges), VE X "ad BD 2. E 
SL ()| < ere, a= 86). 
(在 和 式 中 作 变 换 m 一 十 入， 并 利用 性 质 : 
n dk R akh ti — s 
(7257) - (2) CZ) tt m 1 Cod e). 


12. (D. Burgess). SITE P 的 ( 正 的 ) 最 小 平方 韭 测 余 n = 
nip), 4h ia 


—l pe 


n = nlp) = OCpive ) 
成 立 (参看 问题 8 和 11). 
13. 设 or, ERA h E REF Crs — tm) 82 0.r X 
m, MAREEN a, 有 


E M TN 2 1 MEN 
> | a, ene I c ( N 十 1) > | laal? 
r=li !ns>M+i à 905-—M-rI1 


(参看 第 七 章 的 引 理 ). 

l4, uEBH. ÆRMER p&r P, AT mot p. 
E TIR GER) EZINSE JI AERA n= 及 ( 正 的 ) 最 小 平方 索 剩 余 
eme) Co 为 素数 ) 部 不 超过 cogi Cep DIDL", 


中 


q XXX. 并 利用 间 题 135. 


15. CA. 中 .JIaapgx). WERN: 4 X EIR R AIRFIL larg qi < 
r/2， 则 在 (利用 第 八 章 的 符号 ) 


a 1102 


r (Eae, X) 一 5G r(-—, mu 
Z n=] n 2 


& 
"EORR Qe, 


AU DO, x) 是 不 完全 了 函数 (参看 第 三 章 问 题 3). 
由 此 推 日 项 数 Ls, X) 的 断 近 函数 方程 。 


电 了 1 1 = 


fluat RRIP IgE 


利用 复 积 分 方法 及 第 八 章 中 所 证 上 明 的 有 深 工 级 数 的 结果 ， 可 
ELT EQarBEXX ACD 在 给 定 的 算术 数列 上 的 值 的 和 与 工 级 数 移 
老 点 之 闻 尖 系 的 明显 指 公 式 ， 这 和 类 型 的 公式 通常 称 为 亚 趟 从 
这 个 巡 式 以 及 关于 工 级 数 鬼 零点 界 距 (地界 ) 的 定理 ， 就 可 推 得 算 
RGB IRI BJ P4. 


$1. hi T 


先 31 进 两 个 同 HeGunen d Aga (SE Ex. 
TE X. XXE R HE aA E. IR plr X) rr 
D.l1s9PsA.G.À) — 1 由 下 面 的 等 式 给 出 ; 


dx, X) — D>) ACOXCD, 


"ni 


d k D = >, ACD. 


a= ned i 


HITPRUEBJGEGEQE CHLJVXARUEBE 4) 可 得 到 ， 


X553 a 4 X; 
VICPHE PEPE za 2 X»XG) 
I 
m AC -二 Xi b 
«Gy 22 ^0 FA PEDD. 0) 


AGO e t 
sd) 2 40) gig ges. 


AUGE X ERIM T ASIE X REE k MUIE, Ade. MIH x, 的 性 


* liz 


HEN 
gx, X) = qx, X) 1 8 > ACn) = dx »X4,) + 8,log? Xx 
(no kJ 
[8] x 1; I8 * 1. 
AAE, HEHE A TIEF Ès P) HE Cou IE PEx X; 1 ix I, X, X 
k 的 党 特征 , lk. DL FEREZA Sr 
定理 1. WX REA &HJyEUERÜE.2-— T x x. Mi] 
— m y T xlog^r 
dix, X) dE, X) P3 9 +O ( T ) 
Eu e25 LG.X) B3B BASE. 


证 , 由 第 八 章 推 论 1 知 ， 可 以 找到 Ti T «OTQ« Tod. 使 
得 


1 
T —I Fr 一 -一 E] 
IT, mes clog T 
这 里 Ps A Ls, x» e tE—u. 2E kel 164 b — ifi e dT. 
—— T. 一 二 一 77, 为 顶点 的 矩形 T， 其 中 5 一 1 十 一 一 . 


luz x 


函数 M On LG, X) 藻 围 道 了 积分 ,得 到 


1 | I— L'(s, Ls, KIr- ZR a Js = — 5 R? L81lnz, 
Amr JT Ls, Els, X”) $ ‘Tme | T, P 


其 中 Jelsi RESE d C —1, x—NG 1), TI 
lo BT, T LEF x Lu lo x 
Bx» X) 2nj NM [^ Ls, DLE ss FO (= n). 

余下 还 要 舍 计 在 奸 形 的 上 ,下 和 左 三 边 . 上 的 积分 ,在 TT 的 上 ,下 
二 这 上 的 根 分 可 辐 样 地 加 以 估计 。 利 用 第 作 音 定理 4。 对 所 选取 
的 T,. 我 们 得 至 ] 

a (^ [o L(.x) xE PE. b ES 

| 之 了 Led 2 了 as = zb rel 十 iT. KOLT, 


+ 113* 


LÁ OClog AT) | > dg 
Tol U 77 Un + 一 Yad "n 


UT 
-—0 ( zie Kr) — o ( tog ) 
T vo £7 


在 了 的 左边 上 的 积分 可 这 样 来 估计 : 从 第 八 章 式 《14) 可 推 得 


AN {一 三 2t X) 


L (- m inx) 
2 


= Qio jz] -+ 222, 


Erk» 
, A ) 
1 (^ L (一 5 tix) pite 
—— -r U A a RR LN. ERI M £ 


. L(- L iex) 一 二 土产 | 
2 2 


, I * 
» yi (^ L (— PEZ di 2-0 (47 
二 -> 
“| og (Linx) d jel x 
2 2 
£eambu tuni RiR EME SE. 


$2. 关于 零点 界限 的 定理 


Anis] uEEH A — cmESEBE S———Od- COEM EGRUIER— RR. XX 

BJA HEREA 
3 + 4cosp + cos2q Z5 0 

tE, UES s= + it, X= X, 4H sma tiir X-i 
了 时 , 量 
L'C(s,X) 
L.X) 
的 上 界 估计 。 在 这 里 , 关于 具有 实 特征 * 的 LG, X) 的 实 零点 的 
淹 限 问题 ， 引起 了 特殊 的 困难 

定理 2. G X Ei k RATE s= + it, M ECG, X) 在 区 


4 ll4* 


— Ee 


域 


L O 

log &Clz| + 23 

Hie A. ZIOX RA AR BUGITE. s= o t t, M] L.X) 在 区 
id 


Res = g = 1 — 


Res = mI — lg&C] E 23° Fi 一 Ü 
中 没有 零点 ， 
证 首先 讨论 邯 是 原 等 征 的 情形 . 设 X* 是 复 特 征 , s 一 aotit, 
gL1.:2205 BEEE X(n)- 677, (ask) — 1, 那么 


L'Os,X) = ACn RÌ -a — 
— 一 LL H - ULM LL A "e jrlog s tiala) s 
L.X 2; 7 » Cn 


n=] 


— Re OE = 2, ACr)n coslrlog a 一 mlr) t, 


Re EE t ie 237 00 x -0 eas — 
e Ls din.) 24 AÇA nT cos21:1og » ct 23), 
EA", ARRAT (m. k) 一 工 求 和 。 所 以 


3 f- Ežo 4-4 | —Re L's + it, X) | 
Lo, X3) Lic 十 ft, X) 


LL L'a -+ it, X*) 
| Re Eto E iX) |? 及 (2) 


利用 第 八 章 引 理 12, 及 | 工人 DC 2- [ns ét Ch, S145 8 08 A 
定理 3 的 证 明 ) 来 估计 式 (2) Pu me. 


EN L (c. X um >: KCMD ACn a" x | 6 Ca e 1 4L es 


Ls, Xa) 可 一 1 C» o — i 
L'O NACE jt, X) 
LCs, X) Llo + it. X) 


Ld 


— ReB(D — Re Si ( ——À—- - d.) 
s=] ^ 


sd 8 d 25 zu 


« cog Cr + 2) — Re S (3) 


»=1 $ Pn 
HU X 表示 对 应 于 如 ETHE R X, X HA 
L'Cs, x) RN L Ers X X.) x P logpP “logp < 1 H 
LG, XO  Lis,X "i D t — p” 2, logp < losk. 


因而 ,利用 已 得 的 合计 (3) :有 
L'o + i2t, X) « — ReL + 32:1, X 


Ls + i22, X2) L(a + i21, XD 
+ log& «x cslog RCr + 2). (4) 
因为 ， Re 一 一 二 s 8 M zx, FEL, 
3 2 — 4Re —1—— 4- clog &(: H- 2) 2» 0. (5) 
Gg -—1 5 — p 
现在 设 p =g +ir Æ LLCs, XY) 的 零点 ; 不 失 一 般 和 性 ， 可 假定 
0. ERG) 中 取 一 7。o 一 1 


2e log kle 十 2) 
.1 LA 
14elog&Cy 4-22 
现在 ,我 们 对 实 原 特征 xX WeubHHgg unJ£hib. 这 时 有 X"— X E 
L'Cs, x) — E) = lo : 
LO, X7) tC) i 
HEZE 3 和 4 AN, 
E'Cs) 
Re 全 一 一 
tG) — 
把 这 一 估计 和 估计 (3) 代入 式 G), HR: = y, RE 0 — Bv 
E Lü,X) 的 零点 ， T 之 0 我们 得 到 


3 — + ke A 
g —1 s—B g—1-c:zy 


gI 


Re TT 十 alog + 21, 


log Cy + 22 = 05 


a TIí5s 


1 E 9 -一 . 


Rec T mL. s 
t.e —124i2y (m — 1) + 4y’ 
1 log RCY + 2). 


s— f c—1 (a — 1F + 4y? 
3i P RIURETÉ Ee Y RAAE rE J. Aik y> 


"TN peres 1 
- E AL 点 是 一 竺 定 的 请 数 ， 0 二 包工 5 * 


log & Ca 
E 
= i + m - 
7 log &Cy 4-25 0 
T5 El 
3 
B = 一 LES _ c m 一 一 一 一。 
log&Cr -FF 2)" L7 Se, d 16x! 


再 证 0 y bri 这 时， 利用 式 《37， 并 注意 到 工人 r, Og 


aP AIA p =g tiy, 48] 


LD etaa NO Lis 
LCG, X) = ilog ZA 1 yTy clog 2k 
—_ Iae) 
(c —8» - r? (6) 
其 次 
L'a, x» EN 一 一 ~ 一 —s 
LG,X) ^ aA — PAGO 
— $o) i o} 
gCo) oi 
EH EE EE oA, C65 得 到 


ite — 68)  . 1 


(o — 8» + y? Z7 5 ek. 
x 2 F} A 
iR OA x-——. g = ] + -> 一 ^ A ` AP ar z 
3er i log &' r 10” PA BRASSAR 


À 


m] — 一 
e llog $ 


+ 117* 


这 样 ,就 对 原 特 征 X 证 明了 定理 9。 以 所 证 明 的 结果 及 第 八 章 3 引 理 
3 EDHEQG.XDPLESRSRARE X 定 埋 部 成 立 . 

WE RIRA TERA KEE X HJ LG. X) RRE BU 
Iw. BAAR EATR EUSEB bE EME 2 BHDIBIEUTJS IE 
Hiig. BH ,我 们 来 估计 工 (1: X) 的 下 界 。 

引 理 工 ix X dé EE k pA RITE BU] 


c 


L(1,X) z= 一 一 一 一 一 。 
a” &log?f 
TE. 利用 图 征 和 估计 (第 八 但 引 埋 5). 及 Abel 变换 《第 三 章 引 
3E 3)， 得 到 (m > 0) 
^ xU -一 i" ( »» TOES ds + >: XCn) 


P: sid Smr n Af A mcn uM 


^^ £ log & 
SQ ——7— 5 


FU 


a, X)— > A 


mox 


M R Teu 
Xx € 


Cd 


Z5 SER EX. HC), > mgl, 


HG) = > Gail y aa 一 2 xCa). 
za n == pjo par E ^ 的 标准 素 因 于 展开 所 W 

一 I1 C1 + XCp) oco X23 
Br. da =D, > 1. tbr H 


W=] 


HG) > Dy a” > | du > | tdu —2 
i ù 


1) RET bo ERRARTE S X sprite exp [1 一 D Ur 
D 一 


Tira 2) 水 可 能 有 二 个 实 加 点 或 一 个 高 于 一 稻 的 零点 ，。 妈 LCs， » ais vis 
一 个 一 级 实 客 点 。 一 一 译 省 注 


e ilé- 


——— s —2m.lo 1-2. 


CWC hüd D) 24/1 — tr 
其 次 ， - 
HG) 一 > (3 x) = > XCn) x r= > rn, - 


我 们 来 估计 差 HO) 一 LU IUOS 一 GG) 的 上 界 ， 


GU) — NO xta) A 


n-—i ] m z* < 7 1 — e 
E DS (S, Saa) o LX 
n-—] l — £ l — E 


w V " p? — z" u . 
其 中 os,— 并 10 我 们 有 


psal « a log4， 


| 5 Sapt” 


< cvv. RlogR > L esy k mimo 


n= u=] 
x(n) P H= X m 
2; 1 一 :7 一 二 二 人 —5 PHP Cm 
A "m H Lad Eng 
atl — z) ] 一 t (n + 101 — 2) 1 — : 
x Y r7 u bn — z" 
pnill r e nut 1 十 上 十 -十 加 aa + 1} 
- uar] < 2 
2-ri i — ż ] a ia a a a 


ndi 


: V k log ati 


1 ^ 
一 ~ ”一 一 一 一 一 十“ 
icbrue--€cbin s 3-19) : 4-171 


一 1 
< 20, "i & log Å log —. 


il 
所 以 ,得 到 . 
IGG)| < 3e, V Rlogklog ——. 
出 此 推出 
LG) = HOG > -3e A R log klog —€— 
1— # 2X/1-—: 1—7 
到 
1 
. i 一 1 一 pr 
co = C643Ce, 01227 
就 得 到 
PC X) > ls aA log'k, 
is 4 
XX 33d Br EZ HEBH RS. 
定理 3. (A. Page). V X REGE RA AIK E. 352.. 4 


c 


Af k log'k 


ag — 1 一 


Bj, Ls, x) - 0。 


证 . 设 o 属于 区 间 | — 


H 
3， 十， 由 中 值 定理 知 ， 


L(1. X) = Llo, X) + (1 一品 Tai， 
Ruexe,si1. EH] Abd 变换 【第 三 章 引 理 3) EERU H 
《第 八 章 引 理 55, 得 到 


|. Co X) < ye 
mak A 
FONI 1 in x ^ 
T J. 2, 人 un ate, zlto, ] dz < c,log'&, 


由 此 及 引 理 1 可 推 得 : 4E o> 1 一 一 一 一 ，¢ 之 A, WA 
AN R log*k ca 
~ z Cn 
Lo, X) z Li, X) (1 — gjeog > JE t 
— (1 — co»c,log^& > 0, 
定理 证 毕 ， 

定理 2, 3 及 第 三 章 定 班 $ 的 一 个 推论 是 : AHLEN XLC, 
X 天 0， 即 对 任意 的 X， EO XY 不 为 老人 参看 第 八 蔓 定理 2 的 证 
Hj». 

JEMA., EA 3 所 得 到 的 关于 了 工人: X) NRAKA E 
HETRE. Rm. Ei LG, 2) 能 够 有 大 的 实 零 点 的 邢 些 模 
是 分 布 得 根 为 稀少 的 。 这 一 事实 可 以 用 来 证 明 这 洋 一 些 结论 ， 这 
些 结 论 使 得 定理 3 有 可 能 成 功 地 利用 于 许多 闻 题 中 例如 ,人参 春 第 
+). 

定理 4 Vb ox, B k $uck RE. XQ 是 模 名 的 实 原 特征 ， 
X Æ Xi. His LG, X2) 和 了 工人 XD 分别 自 实 准点 Pi 和 8;， 则 

minli,» 8) = I — EK 

WE. 考 碟 特征 XCn) = KX) S'GETR kik 的 特征 《 见 第 
AALA 4 推论 3》 mE XO) 于 X). A XQs6 X, BID. 
C 2 工时 ,有 


0 x 5 ACnaY Ll TT Nn -hh Kne T 
r1 


L2 E00) | L'(c,XO Lo Z)  L'Co.2X) 
eo) Lo, X,) LCC, X;) Lic, X} . 


同 证 明 不 等 式 C42 相 类 似 , 可 得 到 


L'o, X) 
一 ———— l e log RR 


(2 


此 外 HÑ C32 dS 


— L'o, X) x) < e, log £j 一 - 1 a 
Lo, X) T — ft 


EN L'e, X.) 1 
T TEX « e, log &, Sa" 
je m fgg T PRAG C72: 
1 0. 1 1 


-— < 过 
Y — B, o — f; 可 — i 


T Cz log LT 


到 og 一 1 十 > 就 得 到 


2c, lo0g Åi% 
- 1 
min(B,. 8,) x: 1 — Saba Ka 
定理 证 毕 . 

推论 1?,， 考 虚 模 外 的 所 有 的 特征 *， 在 对 应 于 它们 徇 所 有 的 
函数 LC X) 中 , 仅 可 能 有 一 个 泥 数 ， 它 有 一 个 实 零 怀 8. WER 
fF: 

e 

logk 

证 , X; ox 00x, RERO AR B COLORSOBGEBURRSE. 那 未 ， 对 应 于 它 
们 的 原 特 征 全 和 XI 亦 是 不 恒 等 的 , 而 且 它 们 的 错 航 和 由 不 大 
TA 由 此 立即 得 到 推论 的 断言 : 

推论 2 (A. Page). 设 3 Ax. 那么 , 至 多 存在 一 个 kos 
3 二 以 及 人 至 多 存在 模 ka 的 一 个 实 厦 符 征 多， 对 此 ， Lis, 
X 有 一 个 一 级 实 零 点 如 ,使得 


i => 1 — 


8221— 


log x' 
此 外 ,如 果 LG. X) (X 尾 异 大 的 实 特征 ) 有 


LB, X) = 0, B Il 


log x 


D SOBRE. WIE 
2) SHEM WHE. EE 


»]12724 


WM A= O (mod ÅD). 
WE. 若是 LCs 多) 的 各 级 堆 点 ，m 空 2， 则 重 香 定理 4 和 的 
证 明 可 得 
Us) L'o, Xi) " 
Ho) Le x)” 7 0 


n 2, AGO HEX G2)? = 
T. Ca, X) < oc.log x 一 5 
可 — B, 


LEG)L 1 qu 
Co) F —1 Lic, X) 

之 9 H H 

十 cl ; = 1 — 

c 一 ? O8 3 Pi beilog x 


一 -一 一 zu 
c — B, 
I XXFUIBSEBUSIRCEPAHOPGS. Hi 如 果 还 有 一 个 不 恒 等 于 的 实 


d — B, 
2H a 
X2 AAWE P A 


B == 1 — 
log x 
HR OX E A BIETE E. 


THE Xa. bna Ls 
Ez 


log x^ 


1 — 


那么 ;就 和 定理 钓 结论 筒 矛 币 . 
L(8,X)-0, 


TA G EAMT X AARE, HH A, B] & = O(mod 42. Æ 
BIi1———, 
Jog x 


8m 


LGB. x) = 0, 
由 此 推出 ， k = Āe 二 X,. 推论 证 毕 ， 
推论 3 (A. Page. 在 推论 2 的 符号 和 条 件 下 ;不 等 式 


k, c'log?r 
C log log xj? 


ER. 
证 .根据 定理 3 的 STE 
< p g&l f. —. 
a ko log'& 


] — 


" x 


Ei ERIS BERE R ES it. 
下 面 的 Siegel 定理 给 出 了 比 上 加 所 得 到 的 克 精 确 的 实 堆 点 的 


"123^ 


RIR, 


XE XH 5. 对 任意 和 的 6 > 0, 一定 存在 < = e 27 0, 使 得 和 如果 

x 是 模 无 的 实 特 征 , 以 及 是 Ks， 的 实 零点 , 则 各 
ce CE) 
«1—£02, 
Bite 

首先 证 胃 一 个 辅助 命题 ， 

引 理 2. p T DADE k M k 的 不 局 的 实 原 等 征 。 OU) 
iE 

F(:) = COD LCs, x, LG, Xj LCS, XI 


那么 , 当 T Loci aE 


À. -se 
“RR, 
1 — g 


1 
F(a) > 57T 


H: ch 4 == L1, £ZjLC, X;iL(i, X,X,3. 

WE. 首先 ,Nw dE RAI 的 主 特征 .因而 , 除去 点 和 一 工人 外 ， 
FO EET! ŒE EENE, < = 1 基 它 的 一 级 极点 ， 留 数 
>J 

à = L(1, XQ LOCI, XD LC, XX. 
当 Res > 1 时 ,把 FOOD REOS Dirichlet £x. 


pI 


Fis) = 


LE] 54 , 34 Re s> 1 bF, 


ro- P-a G -22G -2a 
* (1— pn y, 
而 Xi) — 0, +1, XG)— 0, +1, MARHE 


6,7 1. bPb,2x0, s >l, 
事实 上 , 若 XQQO = —1, XQ = +1, Bl 


aa F u lv 1 NA, 1 ) 1 六 
1 t — 4 1 
H, II ( "Eu ») u-z) Uts 


= 3247 


f —} r 1 Yi 

= I (1— 3) -(x (1 LL) 
p PU p E 

E XQ) 一 0, Lp) 一 十 1， 则 


p 
一 5 (ie LL y 
P pP p" 


E Xp) 一 Xp) =D, mij 
Ir 1 7i ^( 1 t ) 
= 1 — — 一 一 1 十 一 十 一 十 …… |. 
M= 6-2)-2X Utt 


其 它 可 能 的 情形 与 这 些 相 类 悦 , 把 所 有 这 些 PI, RRE 六 Cs) 
的 Dirichet £g X, HEE h= 1. 5,25 0。 
Aim. |s —2] < 1 有 ,由 于 


FC2) = (—1)" $3?» log™n, 
D^ 


iA 
FCO = »3 aub 2 — a ly dm 25 0. 
i 
PEDE 
gel) = FG) 一 一 和 ， 


Y 一 1 
TA. eC) 在 整个 * 平面 上 是 正则 的 . 所 以 等 式 


C) = FO a m D C DMSO C8) 


> 125% 


在 加 
=< > (9) 
上 成 立 。 
EA (9) 上 来 估计 gC). 在 边界 1 一 21 一 — 上 有 


£C) = 000, oo — 00); 


(Liss Z)! <I cki» | LCs. x; — ck, | LC, XX | < c Eh, 
《第 八 章 耻 理 9 的 推论 ); 因此， 


COl «ehe, 1 一 2| 一 LT. 


Eie OPRIESEEAUg, 这 不 等 式 在 圆 (9) 的 内 部 区 上 成立。 利用 关于 大 
RRR] Cauchy 定理 估计 (8) 中 的 am — à, "Tj 
| am A | 一 "IC (2r. 


3 m = Ü, I, łat" 


MMIIXI coc] mj. 


2 |a. — MQ — e?" « 2. Cal RR (4 (2 一 2) 


mi 


< 3E 


FO) — i m1—42j0-o9—aQRy (ly 


rr 一 1 
一 工 一 人 一 cl 于) 。 
由 不 等 式 
CORR" o 一 $ S eu (My 


a 12525 


EHEM’ PARLA 


A 
- (2 — o3. 


I 
F(c) 六 -一 一 
(0) 29, Ly 


网 为 
M «8log ££, T fas 
所 以 
(2 — g) = autio) oo ee) et e Ck ROUTO 
9| 理 证 毕 . 


k> k xc |— 时 ， 


Lc, x» == 0, (10) 

Hob zpk k EGE. padbELDUIDAHEHNSETTBUNTPII. 

假如 不 存在 这 样 的 模 丰 对 此 , 工 C OTZA i— ol 
LEZA, WE, DÀ, = Ae) 表示 满足 条 件 AI ^ R3 ng 
k, USA k > AC BE, 就 得 到 式 (10)， 

现在 假定 存在 这 样 的 石 , 对 此 ,上 Lf, X2) (是 模 计 的 实 原 特 
DEKH 1 一 7. 1) 上 有 零点 :一 01， 设 如 是 待定 的 大 于 名 
的 自然 数 , X, ELE k AT SSRCEHBIECUS20 E, 29 ko PRO X = X. 

由 于 LG XO = 0, HEIE 248A 

— Frr 工 _ 45 Ye 一 ai — E 

ü Ft 小 之 二 人 一 CR, Rt > 1 jl 


这 里 。 
FE == ECOL Ces X3 LU, X43 LU, Xx,X)5, 
2 LC, HILG, KOLCI X1X;). 
这 样 就 有 
L(1, X0LC, X) LCI, ZED 27 一 eo AAD P, 


" T2724 


Tf MU 
L1, KI € clog ås LC, X,X,) *- e log RR 


L1, X Z9 & — oD QUAD t Clg AA) T. 
取 k Oe. Ro oo > k JENA. 
Kit 81 一 ajClog&,4,) 7 > AD 
BERTA HI A > ko B 
LO1,X)z & "7, 
Hun xcu WscERSERE. eK L'o, xD 的 上 办 估计 ( 见 定 理 
3 HJUEHHO HJE: Anm 
I= S<], k = k Ce) = k, E 
则 有 
Lio, X) = LCE, £) — (1 — e) L's, X Z2 ġera 
— (1 — oJelog?k — 0. 
HEH £L 大 时 ,就 得 到 式 (10)， 定 理 证 毕 . 
附注 .在 所 证 明 的 定理 中 的 常数 < 一 cKs) 是 非 实效 的 ,， 即 对 
给 定 的 s 盖 590， 我们 不 能 具体 计算 出 e 一 ele). UN. B INR 
上 是 由 应 用 这 一 定理 而 得 到 的 结果 也 都 是 非 实效 的 《例如 ,参看 
定理 6 推论 2)， 


3。 算 本数 列 中 案 煞 分 布 的 渐 近 公式 
WHETER 可 以 得 到 wx k.1) 和 aCe k, D DONDE 
公式 ， 
E G 当 x 半 1 时 ,和 锋 式 
1) ERKLARI, AEREA A EE k EEKE X LO. OS 
elosk, iiM. LC 一 DA 小 SL, y zm x 
nes 7 ken ” uxm Y 
elozi» E | lU. | se CRF] Abelzie 5» BD 4S FIERE IU S ig 
2) UNAS Bn pA AR REREN — ez 


a 128a 


xix 


EN + O —cgY logr 
» P Bap CR) ure > 


px: ks » = 


Vlogs ) 
E 


lir X LORI uu —t5 
wiri A, L) = — — F, du -+ Oire 
C &, D pR) "C ors log # £ 


Eirth, E, 一 1, WRTA k AKIE 六: 使 得 LG, X) T 


RFA .2- 1 — "TL E, 一 0, 在 相反 的 情形 ， 


证 . 可 以 假定 kel 79. TEIG E, = 3 BUdpüE X, 仅 可 能 有 
一 个 (定理 4 推论 1)， 根据 公式 C1) 


ped 
X35 3 i = — EX, F 5 X, 
dx.) "T GDb(x. X) 


Too zd n doc WFO) OCog i). 


Wb X eX. XQ X* ROMERO X UR k BRIGA i4. BAR 
EE l, 4 T =e A 时 ,有 
pls X*) 一 873 AGOX* Cn) 


"X 


— ^ x^g. O(xe -inlor y 


Im "Y TÉ 
Ar edt LO, X") 的 韭 显然 零点 . 由 定理 2 4. 
Rep—gzx1-— -—-L--s« 


Į — —£2—5 
log &T af log x 
PT 
y? 
FACT x*51 X ^ 一 一 一 一 一 
Hm? «T AJ BU oy 
CHHAT EE 3 HETE DO. 了 这样 就 有 
dx, X) = dx, X*) + Oogix = O(xe eTo ), 
S5 X = Xi. xxl. 


-iy -ey 
二 cyte 1 lOve < WEIT oY out 


a1292353 


E, e -ivioge 
dx, X —--E.— 一 2 -一 十 O Cxe vloers Jy 


Pa np 
而 卫 其 中 
Reps gx1--— T «01— ——. 
log AT ye x 


"o eG: D o 260. — - AD 0 Gu te iy, 
e t D pOD B, "5280 ) 
因为 
dx) = r + O Cres), 


BIET ERA eie, 
利用 Abel FH CSA 32, MEMA Ae aie ENE 
得 第 二 个 结论 : 
„Cri ka D= 5 Mar) Qo C x logia), 
P 


2 EE log 
其 中 
1, n=l (mod Å}; 
afn) alnk D= n nod Di 
prd HE 
z(rikQl)- u SU Du 2 十 gemit + O CV x log’x) 
1 * du C) [Fa 
-— — E, d 
p) j, log?s 2o pens log T 
24 „u x, CD xh xe 7 wiog 
M PLR) log r ee UO log x tot "e 
lax D [* uA - 
am __ — E, ATTI ag x 
pCA) 3 vss 7^ “Ore ran), 
这 就 是 所 要 证 最 的 .。 


从 所 证 明 的 这 一 定理 和 定理 3,5 及 定理 4 的 推论 2 和 3， 我 


s 13023 


们 扒 得 关于 算术 数列 中 豪 数 分 布 的 三 个 推论 ， 
推论 t, i = Å e Clog r", 其 中 Ü-s « 那么 有 
r3 mar * pre (doge ; 
PCr ka E) NUS + ot » 


Lix 十 O( xe 7 € ort 
PLR) 


m(rik.1) 一 


iE. 由 定理 3 Hl 
ps1 一 一 二 ; 
af R log*k 


所 以 
—. legy 
xh " V kicu R -— Ofre ogzit Pty 
k 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
推论 2. 对 任意 国定 的 4 沁 1 及 1 SiS log ax). OTAS 


Lix L UL 
mr 4s i) = O( xe sigs 
Crs Ra F) DT * C ) 


成 六 ;其 中 Fi cC) => 0, 
EEES ALES e >08 


i. 
cleg) 
8, «x 1— 5E, 
上 
1 
E + I F, 
取 e 2 DESI 
ELIO -E3 


x X oxe &* = yg toge] 人 mx xe vlog, 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
M] it. AERAR 6. — ci(4) EIER ARNA E EI A, 不 
能 计算 出 c= ei A) 《参看 定理 5). 
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Jib 3. Hb ox Ly — 3. BDCAGENUBCRGRIL y 4s koh. (X HI 
BEE — UE “psh” BER GxSSR RXE— ^R A AIRO A. 9 clog'y 
(log log y 2 7). fh HNA ES & cm y. ARAA 


aep l OEN 
Piri k, 一 T + O(xe^ cler) + oO(xe o); 
CE) 
. me v ber re" IOR¥ 
mrs; Å, D) 一 Lix + Ofre ^? = y+ OCre Toar) 
qi) 


由 定理 4 的 推论 2 和 3 取得 证 ， 


问 题 


4x 3A BEBE AOR vmm se 
1. (A. T. Ilocos), i$ k= p^. p 253 EEE IA 
(s n — l, ns sm ny, 


ind(I 二 p'a) = a p Eae ae BOB A 


sh —13 
= Sao c n" [mod (p _ [2p" 7 D, 


TH 


其 中 
(as p) = ti m (aus p) = d 
《 参 铸 第 八 章 引 理 3 的 证 骨 )， 
2 k XE k = p EIEEE, p > 3 RRLDEBU.EUA, 


H= 1 < + N'— k, del 


£ 
2 


SixCm) | < oN i 
成 立 (参看 第 五 章 定理 2 EID. 
3. 设 X 是 模 丰 的 任 一 特征 , 则 当 Res 一 o> 0 时 ,有 
LG, 办 一 并 XC E OC AT). 
4. VEA p^. pze3 EGER, X RES k UU CE— EHE ER 


.132^54 


|Im 5| « geton, Res = o mi-—.———.—t522.. - 
( log kY“ log log Å 

Pg; LCs, X) 了 0《 参 看 第 六 章 定理 2 的 证 明 )， 

5. 设 工 之 2, 则 对 任意 给 定 的 模 克 ,所 有 鸭 LCG 0x XD E 
的 特征 ) 在 区 域 : Rer e.|lms| S 7 中 的 四 点 个 数 为 

Ng, T5 ID « (KT)? lae T 

PEEL. 

B. i 


dux LP D = | dra aC S R» lydt a m == I, 
L 


du(xs ks 1) = dixi ka iDa 
$52,,342 m TAr kar 时 ,有 


mr ka D) 7 pOD Gn +1)! 


XC rr +O zH iniy 
B) Mu) P3 pfp t 19s p t m) ( T (5 ) 
(ARILLA). 

7. EE Rx; AD 是 * MJIERJ AAAS, 


m1 
DR.l 一 -一 一 一 一 1 OR » 
CHE: H S0 i F T1»! 十 ORC; R22] 


Au] 


drains K> i) = 


M5 [1 + OCV Raek £221. 


8 证明 。 存在 一 个 绝 洒 常数 0, BER p p3 
是 固定 的 , kaSr TIMAR 


dx; k i) 一 


X —ellnlnx)? 
CR) Hot oC ^ 
CR[FBSIRIBES 4, 5,6. 7 E28 LEGE 2 的 推理 )。 
9. xi k — p" Cp ze 3 EBERIN E SUDORE S rp RT 
和 能 小 的 值 es Minta 8 AR R AR x. 


a [33+ 


第 十 但 Goldbach 问题 


X& — SE IGESEUL — I SEEON RAEAN ERE CGole bach 
PAD. AERE p CN 3 28 — TRA ZARIA SI RU XE 
公式 ,这 一 定理 是 属于 H. M. Busorpamoe By. bE H. PA IE 
A AKBJ AN — án TEL SR D LÁ TORRE m. 

EAB elbi Aan, BIER. 是 非 实效 的 证 妥 ( 定 型 3), 
然后 ,给 出 实效 的 证 明 ( 定 理 4). 


$1. Goldbach 问题 中 的 圆 法 
我 们 先 来 给 出 表 自 然 就 入 为 三 个 泪 数 之 和 的 表 靶 个 狐 的 解 秩 
引 理 ]. ia JCN) 是 方程 N = bc E + P: HT Eis Pie 
p.BJERHUJIBEX. HWA, 


ION) = Vs) em aa, eb 
Hh Sla) — > em 
Pos 
MERIN 
1 . ly m-0. 
| Erion Ty 一 | 7 l (25 
di ü, nm bE fE I, m o, 
BLH T 5|E. 


C. Hardy, J. Littlewood 和 S. Ramsnvjan EF3 ERE EE EJ 3E 5h XE 
d: 从 中 取出 所 颈 料 的 主要 部 分 来 作为 当下 -> 十 oo 时 
JOD 的 渐 近 公式 ， Wib. MARHAD (Fary You 
(12 中 的 积分 区 间 [0, 1) 分 为 两 两 不 相交 的 小 区 间 ; 那些 在 对 应 
于 分 检 园 小 的 分 涩 的 小 区 同上 的 积分 之 和 就 给 出 了 所 藉 料 的 卡 竖 
HAY. 
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Ei2u:dA&dluEBJ —-EDÉGEZEDExEDm 3 enu dm. 

S[fB 2. Z v >l, e PZP, MPTA RREA e 4H 4.1 ox 
£ ULT, [di f 
t 
GT 


Mis 


q 


4E. 不 兴 一 般 性 ,可 以 假定 0 所 a 二 1， 考 虚 {om},， m =Ù, 
Ti， [ri 一 定 可 以 找到 两 个 整数 m £m. B 


Gem} 一 (am) «xL. BU eg, — B] SF, 


HE 0 — m; — mi qv. b, = [om] — lem]. GEREDE 
ba HEE. 

HERI N SN, NM. Mb JEGLIKUVUIBSEIEXE. Rr 一 
NClog N)7?; pH-p3X ID TR BU BESHPE EE E o B5 HWER, A 1, 
HUE 


L= 


JN) = | (Ca) entr aa, 


T 


根据 引 理 ?2， 区 间 | 一 十 ,1 — 二) 中 的 每 一 个 “可 表 为 


ib == 


一 十 zs Sgr, (ag) = i d|e| eh. — (3) 
dq qu 
AREH, dexccepGXhn. Kag l, HO -—1 M. 
diac. 用 已 ~ EG) 表示 区 间 | 一 十 ,1 - 2) 中 所 
有 这 样 的 “所 组 成 的 集合 : WFX o, EERS G), 
9 « Clog NA， 这 里 村 是 一 个 固定 的 类 。，3 过 A 所 15: 用 E, 表示 
区 间 | 一 二 ,1 一 十) 中 所 有 其 余 的 < 组 成 的 集合 . 

5138 3. 集合 下 ,是 由 两 两 不 着 交 的 区 则 所 组 成 . 

dE. AT SERJ Ca, q =], ag =L ga H Ea, g) 表示 
所 有 满足 条 件 


. ^ 


的 = 的 集合 ， 显 然 ，BKe q) 是 属于 |I-l. | 一 二 ) 的 区 间 ， 如 


R g x ClogN)4， q & Clg N24, SBzKPAT- AR ARA Ea. 4) 
AH E(a;, "» 《 民 是 使 得 Ca — 2, + (g T7 gqiX zl HI PRETI SERI 
EARRA. WE AATE roD IRIBSI EB. ERE 29 


rd T1 


mme f 1895 EE BR —E BUS 
loti nl, 
qu qi qd 
这 就 是 所 要 求证 的 ， 
用 表示 在 集合 ,上 的 积分 ， 五 表示 在 和 集合 E; 上 的 积分 ， 
BI 


J = JN) = N Sm)e ?7Nda, 
Jı = J (N) 一 | S ae IN a 


我 们 就 有 
J = Ji 十 da 

下 面 我 们 将 经 常 利用 不 等 式 : [7—1] « lgl, g 是 实数 ,和 而 不 
作 特 别 的 说 明 . 

定理 1. 对 于 7. — LOA CERTA 

— = F TE OM 
TEN) v) og Ny *9 (ww) 

其 中 

CD lr E -—35u3) 

uL. 从 J, RJE v. MS B 3 ls 
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a ?ni (SF 
h= 2 AM EN s( t :)- 
"T 


时 
qQxicgN)0 — (a,q)- 


我 们 来 把 5 (= + 3 改写 为 另 一 种 形式 。 根据 第 九 章 定理 6 的 


推论 2, 有 
æla; g, D) 一 Li n + One eri), YN ne N; 
piq) 


s (Sto)— XD Fest oN) 
VN EPN 
一 5 A ETU + o (/ N), (4) 
M) i 
其 中 
TD = ` 史记 Lu >, Cln g, i) 一 «n 


PI(mogdg) Ar 
VR cp EN VN CREN 
— 1; Fn P) emis — > z(n; g, D Cermis 
VN seN-1 
— e miela 12 十 z(N, gs I eis™ 十 OC NY 
— das 8 Ce imira __ p meat, 十 Li N FLUE 
plg) 


yN AGN- e 
H O(Ne t YIAN) + OCA e ntes N | zl 


— 1 2; (Li s — Lila — 1) e 


vC) VN AnuN 
+ OCN eTEN) = lL N^ (V du ) ee 
pla) 3E£axN nl logs 
+ OCN e 6 ise), 
E3552 3B 

I 

i Ll ( jas-i«exs, 

log t log n zlog!n 
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Br 


N 2mirnü 
T(-— 1 d 十 O(NeTaviogN), 
CQ) z-3 log" 


把 所 得 各 TOG 的 春 (45: 


dmighü 
s (< + z z} 一 上 十 OCN e iogN ) 
MO 年 2, log z 


— BG M (2) + O(Ne osN), 
pig 


FITE-T,: 


N 
MeD = >E 


23 logy 


- r "EE: ^ 

S (Z +a) = AOIZ MPG + o(|s( 十 «J| Ne ci Tog | 
p iT M E 
J- OC M? e "cs log, 


»P T 
n= ELEC omm oem: 
qa(logw; t P Ca) DS " gr 


4- 0 (N? ee tos N) 十 OCN e tios Nlog "N, (5) 


我 们 来 讨论 上 式 中 的 积分 。 我 们 有 


+- 五 

| ^ M(z)e ant 一 | M GO ems +R, C6) 
一 可 Aa 

其 中 


工 
a 


IRI< | | M Ca) da. 


L 1 
qt 


我 们 来 估计 [MED] 0 « lal x. 出 Abel zie Es Ke JL CA] 
求 和 得 出 
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Zar 


N du 
M y — e | ( ud 
| C ) | | log # 3 PH ulog's 
1 | dinis xc d 
BF EA 
è dq 
R| « N- A K gT N log UM. 


4T 


将 式 C6) RAA G), 45 
= IN) »2 rig) + OCN log "N), 


g Æi loagNJ d 
其 中 
了 
IN) 一 | MPG ems, 
-ini EN 
rig) = eq) > T " 
P Cq) sa1 
MS LI 
我 们 来 讨论 IW). 
imig 
Mr) = 一 一 一 ; 
P3 log W 
HA, 
[n | 
IN) — | LMiGO eds + Ris 
其 中 


+4 
IRI < [T PO — MIO ldz 


& max IM GO — M| [O OMI e (MCE) [D 


HES 
HIR, 
1 1 
IMCD 一 Ml x — ) 
i 24 log st loc N 

N 

一 | LL -HOC 7 0 (= ); 
3 logs Xa log ^/V 
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全 Mla = 1 一 25 


i, loga vNen«N log/n 
— M 
rom- o( 5 
(N) log!V 


a = 全 2. 
MUTO LEE 


所 以 


Mi(z)e Nde + o( 


rU) = | ") 
I 


- 00 4 o (E) 
log ^N * log '/N 

Huh J,CN) 是 方程 

n 十 m d- oni — N 

3 € nm. s "à ON — 6 
H3 SEXE 

AI al 3E RS ma 3€ onm,- N —6, 方程 

n + a M — n 
3 of. $(4 —— No — 6 


A N—n—s5'tfü. rd 
ION) = SS N — n = 5) oon. 


ayd 
IX PERIE] 
2 TÉ 
ION) = DNO 十 一 人 
2log'N log*N 


N? MP 
h-2- 5 x) o ). 
t 2logN so iorwvy 4 1 log *iV 


我 们 来 讨论 上 式 中 的 和 ， 我 们 大 
SY 7yf9) 一 cv) Bj rly), 


本 DENY i | 
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其 中 
oN) = 5 reg) 


g=] 


p 
Í 
ra) | S 一 一 一 
本 re d PBN} P Cq) 
2 
« log log q) log E . 
4ogN g log N 
ATT > 
N? ( MN? ) 
Je 一 ————— ci iN) + 014 ——— I. 
] 2log?N UN) log *N 


级 数 oCND RA TEE ES. E (quoq: = 1; g= 445 E a 5U 
m 分 别 遍 历 模 有 和 有 的 简化 剩余 系 , 则 192 十 ag WEXSUEL DA 4 Y 
fa 4L AA. 所 以 


E] q 
a 1 F! 
—224i LN —lr j FLN -ini EEN 
> e T = > e ! > e 3, 
a=] gj;= 1 上 有 三 l 
{s g= l ta, 学 中 一 上 CIT 


FB IL TE AT, ZR SX of 的 项 >(g9 是 可 乘 的 ， 由 于 目 然 数 的 素 因 子 
分 解 式 的 唯一 性 及 上 面 已 得 到 的 估计 ,我 们 有 


1 -o( L), 


PEx ax log X 


取 极 限 X -> 十 co， 得 到 
oD — [| +r tr.. 


从 kg 的 定 疼 可 得 到 | 


yip) = 
(p—1y? piN:; 
y(Üp)-—0, rlÉ2. 


+» 4] + 


RERA 
FÈN) = II(: — coy) HO + Gay) 
1 * 
- IC + I i3 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
附注 ， 
1. 在 所 证 明 的 定理 中 的 大 吃 带 数 是 非 实 效 的 :因为 在 实质 上 ， 
我 们 应 用 了 第 九 介 定理 6 的 推论 2. 
2. FE CE $35 我 们 将 对 六 得 到 一 个 具有 实效 大 口 贞 数 的 部 


3. 对 奇数 N， ERRI RSA 
IL (uu mH- 
n Hu Guy)? 
o(N)2- 1. (至 此 附注 结束 》 


为 了 得 到 了 一 A 和) 的 疡 江 公 式 ; 我 们 必须 合计 Jas 而 为 此 就 
需要 估计 Seb e 属于 集合 E. 


得 到 


$ 2。 泰 变数 的 线性 三 角 和 
RIJEI HA. M. Bmuorpanos 的 关于 素 变 数 的 线性 三 骨 和 
估计 的 定理 。 洗 奇数 NN 为 二 个 守 数 之 和 的 表 甘 个 数 有 的 闭 近 公式 就 
是 这 一 定理 和 和 定理 1 的 推论 ， 


H — 0. og N g -一 hdi + £, 
a q 
(2,9) — 1, |8] €&1, 1g S&N; 
S = Sla) 一 jene? 


中 I42 


S « N(Clog NPA, 


j 
A- log Lo L, 
H Wo N 
Wu. IR 
P— ||»; 
hy 
利用 Möbius pÉDEXIE] TID. 33 
ho 
> eT E pd )5,, 
aia | 1 
2s—lí 
i, =l 
S, — > pr mnd 


H ik Hi 


& — SUY. Su) -+ OG ND, 


XX i, 
se 一 S Derhent, s n) 4-1, 
村 
giu 一 ^ 2, einiomd,. "Le = —], 
PETIT EAM 


RK1s9 及 0 可 同样 知 计 ， 我 们 来 估计。 H oe omn 


AJ E dog N Dax REJE RRDA M «om x M' M'G 
75 EH 


54) = DD enmt 


fdpy- 
M «ri. Hi 


M 29H. 则 应 用 笋 五 章 可 到 S 可 得 


SCA) — > ^ pte un > m 


dps WM ! Memamin (Mt, X lY. | PE 
dg 


-2M, 


1 


"PEE" 


NA 


FF 


(oda: 


< »» min (%, I ) < >, 十 > m r 


B nuo. g.5ag xL il, g 


4- 2, > (7) 


Ir—0,5)27 Hir 2.5) 
其 中 三 NM Ug. WR dE an x acm 0.59) GEB d B er] dE 
fug zs . uj 


q 


g 


» =a 0.5g; 
u= 
— Å, BM 


(on) m ELE, xax 0.595. 


q 
Bri sk C70 中 的 第 一 项 
< 


令 


就 得 到 


« glog. 
guec M — 0.5 


HATA COO 中 共 余 的 项 ,我 们 应 用 第 五 但 引 理 6. 这 洋 。 就 得 到 


SCM) « glog q + > CETOP 十 glog 4 ) 
qloggt Ne logN + NM "log g 
q I I 
« N Clog iN) (= X) (8) 
现在 设 M < OH. jB SCM) RA 
SM ) = > eiriomd,, 
HAF 8, 来 表示 每 一 个 恰好 有 于 个 天 于 A BRATH do BT 
A EJ d, NR Rod HERZ DU 2*« «ON. BU RS < log N, dX 
样 ;我们 有 
ts 
SCM) 一 >| SM), 
km0 


中 1454 » 


SCM y — > > gixionB,. 


M me«eM! Bye 
RIIE CM). We E S RATAR 50. NMH, W 
A 
H" > NH, Get 2305y log N > log N; 
e> M lgN — 1, rC) > 2vi-, 
AAE IAEA 


2G 一 »MES « xlogx, 


Aun 
证 得 到 
—1 r(8,) 
saD D C 2S lo 2 a 
M” pENMUOH NMCOH- eian} 
T oe ^ 
N NlogN )« 


« M | —— + T 
M FH M + 2YlogN 


TARI SM), k > 0。 把 S,CMD 与 和 


N 
H' 


Zminrp: 


Tk -— >` 5 ^ 
Mama PiN 
相 比 较 ， 其 中 ? 遍历 区 间 EP — pco 中 的 素数 ， 而 遍历 于 
些 愉 好 有 是 一 个 大 于 下 的 素 因 子 的 de k L1. GR Tac 
cn 1) — FE 的 项 狐 
Z NM «A, 
»2 PM p H 
而 和 T, 中 其 它 钓 项 同和 SQCM 中 的 项 是 一 样 的 , [Hi S,CM ) 中 
的 每 一 项 在 Ti 中 恰好 出 现 克 次， 所 以 ， 
-1 dO 
S) =È Ti+ 0 m) 
ik-—g; X A = d 时 亦 成 立 ， 我 们 来 估计 Th D mp 一 w; HE 
问 
ME -——usMuWN 
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D E ba N 个 小 区 
U «uc U', U «— U' Ua 


JPEE 
TCU) a= S? ^ FILM 


D xna o DIEM 


2E 


[TA EU MI 


"ESTEE 


= uU > > > Tint{t te) 


1 一 T T 
TQHMU NU EF rr Ti (LE; Y 
£1 a 


F] 
> i giriont 


BHESLN 


。 ] 
< D > > min (v, H) 
PAD ! Gay WD c Cau T7 T» 
« UC N + glog g) 


q N 


N U 
1.4 
ZN E 4-4. log N: 
1 N +) Ms 


| T4,QU D] « Nv lag N | DES +2); 


Tal «x. NClog N)? { Le fi- 


gl E C8) 式 推 得 
SCM) «& |SCMD| + > (x Tl ME 
« NO log mr C log log N) ( Lo lei 2) 


SN (s, NE 
JS 1E RE E ur B, 
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定理 3. ATARA NAZARAN REDI ION DUE 
渐 近 公式 


AP 
TCD — 900 cir se © Cres) 


w eee) EG rome 


证 . 从 引 理 1, 3 EERBOp OR A= 155, WE 
JON) = JKN) + 人 


一 o(N) 


(9) 


KS + JÈN) 0 (ERT) 
Xd 
LOD 一 [. S! Cu) e Nda, 


根据 集合 E; 的 定义 ,对 aE Er HER 


dI (2,9) — 1, 
lel 1, Clog N32? « 4 « Nl log N)" 
由 定理 2 知 
SCa) X N lg iV), ab E, 
所 以 


Ji UN) «x max|SCa)| | 1522 [d « N Clog N375, 
由 此 即 得 定理 的 结论 ， 
推论 (Goldbach 问题 )。 存 在 常数 Ns， 使 得 每 一 个 奇数 NL 
Ns 部 是 三 个 素数 之 和 |. 
由 定理 1 BER DEAD. ZA OD 中 的 大 0 党 数 是 非 实 效 的 ， BA 
常数 No 亦 是 非 实效 的 。 在 下 一 节 将 得 到 JCN) 的 实效 的 渐 近 公 
式 ,因而 ,推论 中 的 常数 No 就 亦 是 实效 的 . 


$3. 实效 定理 
首先 ,我 们 要 对 逼近 o 的 有 理 数 的 分 母 是 小 的 情形 ,得 到 束 杰 
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AX— Rr SCo0 的 一 个 非 显然 估计 ， 
DiE 4. 设 e, — 0 是 充分 小 的 常 邹 ， 


vom Me orlogN, N, > Ne EDEN, 


e 
a= y tz; Cz, g) =l, Ü < g s gno ogN 


Ja | 和 一 
3D. Rr 
sos VV gh ilog logg 
NN EPN Ag qd log N 
证 ， 外 第 九 章 定理 6 知 ， 
C ; gadi) = lie — E, X CD) Eom 
ven ga 1) q qa) j, log e 
+ Olne iy), VN nN 
所 以 ， 重 复 定理 1 的 证 及 的 第 一 部 分 ， RII s (Z + =】 的 讨论 ， 
dx IE 
Sle) 一 5 (= 4- z) — Ww TOF o (ND. 
TP 
TO = >) Gla) rla — 15)ei7n 
we NaN 
d- OCNe EYEN) TF O (N'e evt] e)a 
其 中 


fn 一 dàn. — E, AX) [^a 


du 
eq) pg) a log 
D ut, 
Sia) r= FICH ‘i ds ^ c iri sn 
qq) N—Ny&SeN 557 logu? 


-u sont) x opum 


a d ) FELD 
ui 2 H—1 log z 


-NjA uM 
+ 148 


十 O(gN e *i log + O( 4NPe7 Yes | a5, (10) 
因 汶 是 模 # 的 荣 一 个 实 特征 ,所 以 《参看 第 八 章 5 1D, 


m m ?| 一 ZO 2 z| KOT 


< 


P 2. > > XX (ne 8077 « a. 


Dal "8-1 
1 一 1 fn, g= 


"e 
由 此 及 式 C10) 得 到 


Sla) « Li N—LiON — Nad | A a CL N—rLi0N — NO) 


eo) qa) 
十 oNeCSVIEN p gN? eno IER | gl) 人 log log log 9 ， 
' 1 [=] log N Aq 
xx BI EXE UEBHBS. 
定理 4. Xp T AREMER NICOITGRÉCLTUNPAPRS TUER JOND, dq 
Yr 3A 
An 
O = 900 ser t © ry) 
其 中 
oN} = TI 人 ws) AN IT (1— —3 ES 一 一 


及 六 口 常 数 是 实效 的 ， 
证 . 取 r= Niog)”; 向 引 理 2 知 ， 对 于 «€ |->, 
2d 
1 一 二 ) 有 


© 一 一 


sr (4.3)—1, |x| tL. 11) 
g qi 
用 E, 表示 这 样 的 & pR AT CUR g Clog Wu 而 用 Ei 表示 


~ 1492 


其 余 的 “的 集合 .由 引 理 3 31.58 d E. ua NR TRZERUDCIRIZE ER. 
FILARI — FE . iE 
J = J, JJ 
共 中 
J, 一 | Soe TAN dA, J; = f. SCa)e "NO 


估计 Je PERRA (11) H, 
q = Clog N)”, 
风 由 定理 2 得 到 
SCa) « NC log N57; 
4i Cog Ny < q & Clog N)”, WAEI 4 (Ul 
Se) « NC log M log log NY, 
所 以 
Ji « max [S Ce) | INEO K N'Clog NY C log log N). 


现在 来 计算 A， 首 先 , 苦 虑 所 有 不 超过 3 的 9 的 集合 ， 
y = re 
根据 第 九 章 定理 6 的 推论 3， 当 VN NT, TUE H 
— Se "Jp yp" BR o: {这 些 4 一定 是 茜 一 个 4d) XX. qm 
cleg^yClog log y) ? Ze elog?VClog log N27?) 让， 对 所 有 其 余 的 4 
RUTELOTA. 
Liz 
miri g, L} = 一 一 一 
(rs g 1) plg) 
把 积分 A ROMAR AF: 
J, = Ji 十 Ji, 
XH, Ji 是 在 这 样 的 a 上 的 积分 在 这 些 e 的 表示 式 【11)7 中 ， 
g  lgN» Ha 不是" 例外" 模 ; 而 1 是 古 这 栏 的 e 上 的 积分 : 
ERE s 的 表示 式 《11) t. qo Clog V?! 日 4 属于 例外” 模 的 集 
合 、 对 于 非 例 外 模 , 重 复 定理 1 的 证 并 ,可 得 到 


s 150» 


ToO (xe fi MogIog x) . 


F AP F 
= 一 一 -一 一 一 yg) + O 
| 2 C log VJ pis log N 


其 中 求 和 号 是 表示 对 非 倒 外 模 求 和 ， 


ü 
一 了 本 二 ^M 
y 一 总 人 OmU, 
(42 an 
ml L 


ik J. Ho D= Meg NA» 4 = ND". 那么 :有 
s (= 4- zj) 一 > , Er 【二 十 可 和 


了 一 ] p AP ir 


Y)» (12) 


D .d 
-> D P. erat Oel AND 


F— 16 (r—1), 4 P rd 


p T: 
一 之 err hy e+ ONg Clog N)79); 


FECE rlia P ar 


E EE 


a —asu t opa) — 
8 {2 -F s) e ag ) — » ginis Mm DEC, fi» 5) 


Fljf.41,7— 1 


A 13 
4-0 (|s e 十 x)| N47: log N)^9 ) + OCN? g^ (log N)7?), 
其 中 
Wn. $25 $3) = 


ta UAR PROC Ug Lob acp ry DAS Sr E 


di ud 
L | 


A g8 
这 样 ,对 JS 就 得 到 估计 


" " 7 1 D 
Ji "X ^ . y» um 2 | I Css $25 5421 
TEENI? a= “fF rrpss=1 
(2,435 titrs tr >D 


D 
1 
+ | ) 
1s F217 ,一 1 ET -- 44 d^ 4&4 — D |4 | (n. FE) 53) | 


EjlTiatiy£4D 


+ JŠ] a 


+ NC log N)", 
REJASI 4 [hib IW Cas ms 5321， 得 到 | 


Pus 
|W Cá, 52; 532] < («es teg) . 


ga log N 
其 次 ,方程 
a tsa ta DlA, ax D 
HIRA EI D. 
Pr EA 
J« vy (+ pi Llog log V) ,. 4 pp A Clog log NN 
gaion ^ T PaE log NY A FEC log NY J 
NFC log log NJ* 


十 N’ lg NU « MC log Ny + 
j D ( log N 5? 


FF 1 
on 
TEENI A q 


而 且 , 这 虹 的 求 和 号 是 表示 对 “ 们 外 ” 模 求 和 。， 所 以 


X 


"o 1 1 1 
— K 一 一 - -一 -一 
€ &ozNY AAA g A/ Fy me(ogx YX0ozlogs)!! A m 
——— AD 
«& 1 A/ log NC log log N 29. «& Llog log N)" Jog NDT 
VU. log iM 


Jc Je EEI 
MC log log V)* 
(iog Nye 
M vrGO RP E anim np ids 
2| ry BY lg Wy" Kerlgg» 


fT Ni? "ore Cg) s a ELENY q 
« ga log log log NY « {log N)^"Clog log MO”, 
Matir kA (13) 得 到 


Ji E . (13) 


"a N? "á N"( log log WO)" 
Ji 一 了 vCg) + O ~ RN). 
*o— 2ClogiV» pis d C log 到 


IETF Jy 的 这 一 表达 式 和 式 《12) 合 在 一 起 , 就 得 到 了 六 0 
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AE ARA MERET JW 


NT N C log log N 3'* 
L= $5 yt o (os e NI 
2€ log Ny PE ( log N) 


N’ N? . 
= oN?) Ilog NY to (cu vue 


J= ~ 


NP 
2Clog NY to (ce) 
LX AE ATE RIER. 


[2] gil 
l. CH. T. HynmakoB). UE —R(X) SRA HERE E AAA 
ARUZ RIRS AAS AE. HEHH. WEEER A — 0. B 


K(X) = 0 273] 


2. *]HBIXEHJEDLSRSX e. 7m.k.0K2;] x 
np F mp t kp =N 

的 解数 的 浅 近 公式 ，p, Po ps ERM. 

3. (A. H. BuuorpanoB). i ab, — ab Æ 0, a, Aas È, Ža c, 
£1 Tie T imc SEBBm EÉx (gx 十 by coc, ax + èy 十 c” 的 
牌 点 集合 和 二 有 无 窍 宪 对 素数 (fs PD CET 3] ax + b PHA 
定理 的 推广 》. CHE. 

4. CH. M. Bngorpanosm),. it ERH, Qp =l, EA 
AX. PA FETERE SW y > 0. 使 得 


| X (£25) cons soc s. 


由 此 ,对 于 尽 可 能 小 的 x, 推出 在 “平移 素数 叙 列 ”gq + ks g pn, 
中 的 平方 得 余 和 非 翻 余 的 分 布 定 理 ( 参 看 第 十 章 $ 2 及 第 八 章 问题 
t, 5). 


1) Xxx ER TA Ea ik E Cas ba c) — Cars bus cu 二 1. 一 一 - 译 者 注 


* [535 


5. 设 上 是 素数 ， 斌 讨论 在 形 如 B(s2s + k, Ca p) =l HUE 
3p. rax 53d m c vm Sn 45. 


"E XJ TEM EIS 
(A. H. Bunorpaag08—E. Bombieri —H. L. Montgomery) 


6. X ADR RDE. kom OQ. 则 对 任意 的 as 有 


(OMEN 3 MEN 
D .ADUUO| €x) der 
ke) yenadk æM +l tcth 


(EAIM ES J RA A ZE IR] 13), 
7. it Resy = cy 28 0, [msy = fz d mi. odd; ME 
[RIS 6 的 条 件 下 ;有 


2.2. 


kD Xmod& 


MEN M+M 


O ET OEA 


E als 
8. it N(o, T, DÆ Ls, DEA: Res e, Ims; T 
申 的 零点 个 数 , 那么 对 于 Sas L, T2, Q1, #0 
RU 6 HIE TET 
> S Næ, T, X) cT + OT)? Jogn( oO +T), 


kag Xmodk 
为 此 ,证 明 
82) N(o, T 4 1, X) — N(a, T, X) X eclog TO 
CELIAE 3 的 推论 15; 
b). HM Res—20—0, Z Ze RC +1) 时 ， 


Els, X) — >. Xn). + OZ) 
eZ t 


《应 用 第 三 章 $5 的 推理 , 亦 可 参看 第 八 章 问题 15); 
c). MMC, X) — D) u(n2XCDa ",. AERA LG, 2X), d 


SEXeWEBB; 当 s= o. Lle, X) 一 0 时 。 以 下 的 不 等 起 必 有 一个 
成 立 (参看 第 七 章 $ 1); 


s 15425 


4 
5 


1 0) 5, GG) 


| x eux 
1 
Dom ca >, aQn)XCn)n ^| , 
x*cmcXy 
FRE 4/3 
1« «| pC Xn) ne | 3$ xoa , 
Hou Y LH ox 


Dom eum 5 p n3X(n)n ? 
nou 
这 里 


LCs, KYM lss X) 2,aGQDXGDn *, s> l; 


n=l 


d. & Com X = BU, Y e Bi 3, 


E, Sga is 
2 = 3 B 一 max(Q, OT), 
Y, FPLSLIST 


JB Ce) 币 的 不 等 式 ( 参 看 第 七 章 S 1) 先 对 所 有 的 Pf 一 PxCRe pmo, 
|Imoz] e T) #1; BRITA RI X CX EFR Ad DIR. E 
后 , AMARI À, kS O, AI 并 应 用 问题 ?7《 对 第 三 个 不 等 陈 竖 
JcRAH] Holder 不 等 式 
Klel la A « C21 al?Y^C21lal*y^). 

9. WEEN A > o 可 找到 B 一 B(A) > 0, (EM 

2), O ii PCr; ka d) "os € Tao” 
甚 电 全 0 实际 上 荐 不 能 计算 出 来 的 《参看 第 九 章 Sh SIAE 
理 1; Hj S Uen” 时 ,应 用 第 九 章 定理 6 HEIDE Z2. fb kc 
(loar) 时 ,应 用 问题 35: 

b). WA TFE A B > 0， 使 得 


max [otes k, i) 一 


IM SL 


E 


r 
My 3 一 " 
KV x(0nx)75 eU) (In )** 
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其 中 a> o0 JABUSERLOMEBUGS SEX CRIBHIBJLEESEZE 4 AIEE 
3). 


Titchmarsh pA a Aam A (FO. B. Jiuuusk) 


I0. ix PETIH, X Hy e Eu E diss 75.45. PEE Fir) zm 0; 
Pik S ARAK O22 在 与 也 五 素 的 那些 zx EFENI FR, S. 表示 
PE XE f(x 在 为 莹 的 倍数 的 那些 上 的 值 的 和 ， 那么 ， 对 于 偶数 
m >ü, H 

S D) Sa 
Dilim 
El Inx 
11. i < r”, 一 —————:0z s Cf, E = 1, 
a) it À In P oop i DI CG, Ry = 1 
HE Z > Xj 33] Án di. n= 0, l, 2.-- "3 中 不能 被 eb 的 素数 
整除 且 趟 超过 * 的 数 的 个 数 工 ， 有 估计 


T «c E in In x 
EAR) inr 
(在 问题 10 中 取 P= [| p, m= lal 12x], REHAB EL E e 
' TIME 
6 来 佰 计 和 DE, S LY 
diP dá modsa C 


bj. 设 aac l, ux". x mm—a&kyQ7 0, Wi 


mlx; ks D e. nins 


pk) linx” 
12. iE HH. 
(x) = "Le — 1) = ceo t O (aee 
CoL 2 D aC; & D o( NO ys 


nox Ur, H4 X 
把 对 不 求 和 的 和 式 分 为 两 部 分 : C ox. x (nz IN. RUSO 
ER 9: M Ax me Rc x Cinx)75 B]. AAE 11 (同样 可 参看 
ZB EJ 3& [ul gil 55. 
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第 十 一 章 Waring 问题 


本 音 研 究 反 白 然 数 N 表 为 一 定 个 数 的 自然 数 的 相同 的 一 定 次 

方 之 和 的 问题 , 即 甘 于 方程 
xTboxf d.e B X$— N, G) 

对 自然数 ritratte xa BIO RETEN, FE n m 3. k œ ROn) 
《Waring 问题 ?。 Waring PiE Lagrange 定理 一 一 每 个 自然 数 
是 四 个 非 负 整 数 的 平方 和 一 一 的 推广 ， 

这 里 将 证 明 H. M. Bunorpaaon 关于 方程 (1 的 解数 Ji,CN) 的 
辽 个 结果 ;一 个 结果 是 当 项 数 巨 的 阶 为 nlog# BT. fT NT 4- co 
时 Jk CN 约 浙 近 人 公式， 特别 地 ,由 此 性 出 存在 不 一 不 #), 使 得 对 
FEERBUON Z9 1， 方程 (1) 在 非 负 整数 中 可 解 ; 另 一 个 结果 是 估计 
使 得 方程 C1) HRA TARAN TRR EDO A (E n AA 
$0 BEA. MAIKE, 当 项 数 斌 的 阶 为 nlogs 时 ,存在 常数 
No 一 Notw)， 使 所 有 的 N D> N, 可 表 为 形式 (1); 还 特征 明 ， 当 
k 志 # 时 ;存在 NN 的 一 个 无 穷 用 列 , 其 中 每 一 个 数 都 不 能 表 鸭 形式 
(15, 


5 1. Waring 问题 中 的 圆 法 


设 Jin N) 为 方程 
ry d-oxfod- o9 doo x o— NM 
ADT BAIE Xis 3247774 XR B Se xm. ^mm) sl, HEH 
AN AUT dE DL AOT: 0 WEER N, = NG) — 0. 


1, 
了 PN", v 2aP"". REPTERA)» 
I = Jpn N) = j SEa pe 77 da 一 | OTa 
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FH 
Sa) — NS em, 


DX 
着 同 第 十 章 一 样 ， 抬 积分 了 表 为 两 个 分 别 和 在 集合 E, 与 E. EIR 
drh 5 a240 (G. Hardy, J. Lislewood 和 和 S. Ramanujan Hy [m 
ix). 


由 第 十 章 引 理 2 知 ,每 一 个 a€ -+ 1 一 i) 可 表 为 


gg, ] 3€ T, (2,93) = l, MEX (23 
q qe 

T EGER H SEX ARM, Qaa —1.H 1X *H 4 —1 I ,2 一 0 

用 可 表示 由 这 样 的 ae | — bL, 1- 二 ) 所 组 成 的 集合 : 对 于 这 


BS x, ERRA (2) 中 


g < 二 P23, 
HE 表示 由 所 有 其 余 的 ck [-l. 1 - +) 所 组 成 的 集合 ， 集 


fr El 由 两 两 不 相交 的 之 间 EQa, g): 


= 一 三 | «l;1«gq«P5,0«a-2, (2,4) —1, 
qt 


所 给 成 .这 一 事实 的 证 明 娄 似 于 第 十 章 引 理 3 的 证 明 。 HL 
示 在 集合 E, 上 的 积分 。J 表示 在 集合 ;上 的 积分 ;县 
Ji = | St(a)e TiN da, Ja = | Si ee TN daa 


我 们 有 
J = J + Jas 
首先 ,我 们 来 倘 计 有 形 为 


g jun 
Sla, g) = mie * 3 Ca, qg) —1 


BJ— 24850 RS BREED ELI. 
8138 1. HTS 92 有 不 等 式 


a 1585 


EOIR- T 
ME. 若 g = 4462 Cgo 9 = 1i, W 
S(a. q) 一 Sn, quss qi). 
事实 上 ， ME ox. AH x; ^y BI ind 7; tA 1 TH Qa e SE EE du RET nu Pru 
ED H 4 的 完全 剩余 系 ; 此 外 还 有 
《xi9: 十 xig)" = riqi + xig] (mod 4). 
抽风 ， 


| E a " 
& xdv ugad- gi) 
Slay g) 一 2, 2, e f 


一 (ci qiSCa, qu 
其 中 a = aq?" (mod q)), (a 4) = 1, a; agi’ (mod g}, 
(25 qa) =], 由 此 推出 
SCa, g) = Sa PID tt SEa, pre), . (3) 
RE g= pio opr de a 的 标准 展开 式 . RIDEG PsC p°) lo 


. a 之 1, p ÆRA. 设 a 一 1。 RF} 


P. iei eT 1 KA oXA men" 
Sa p) = Delt —VL—TAiÉ 5 
rj 3-1 x-—1 


由 于 同人 条 方程 y" = i Cmo p), l moy €i p— 1, Bp] S T NI m, 
两 以 


ix, 22T m] 
lsCs, D « ——— S Ses "| 
P—1 j,-ilz-i 
Ti 5 à zerg a]? 7 ( 3 
E: 一 K — 
$—1 Sla" P1 p. 


这 里 乓 表示 同 余 方 程 
x] x$ (mod p), 1 - n.r, 
RURETEX. HRA 
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K s Idsp— 125, 
ER. 


[Sle DI S 7 


Isa, In P. 
现在 设 ] L a Ay EF p) = 1, 这 和 时 


a—1 — 
B—if mi (vp* lg x 


TOP Toap(p — 122 — mp, 


y-—ü =I 
g= . zn 
r ix; E. x" po] Ini 27 
p? ru 
一 之 | < 之 je 
蜂 一 上 ¥=0 
"n-—I 
$ Inrena a" 


mztp (n.od P? 
WME a > s. FH or XR PE o5 ERISTATA TE, Tg 


"d —T—1 e -e Tli. 
1 _1 p? ni pe rolp" 


S(a, p“) = X PE " 


— p iL 
二 ] Y= 
p% TI sad 7. z” Pu Er z a" 
—Hn 
— phi Ww. p” 一 pt. y» e P" 
P FE 
z—tk E—I 


k= mod P) 
æ pS Ca, p^. 
AXI PEE AIr ie, S l HEAR TICs, F)» 
Tla, q) = 9 SCa, 4). 
由 所 得 的 Sta, p") 的 哲 计 可 得 到 : 
EM Ao < Aa (p. 2) = phi. 
[Tas pe — p 9 |sQa, p] Ep x pn 
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M g= l, (p,5)—1 时 ， 


Dal 一 i 
ITCa, pol E Ta on P * np t. 
Alam, (p. n) — 1 HM, 


ITa, POT =p DES prep l 
这 样 一 来 ; 当 1 所 oe AA 
"a 
[TCas ALA a 
RRR e> 二 时 亦 成 立 , 因 沟 当 a 盖 天 时 ,有 有 


T(a, p") 一 p HS Ca, p^ 79 — Tas, p* "2. 
EH FE A aX. (32 就 得 到 


[SCa, q) la ta = |T {an piir -|T C2, ze * sU 
这 就 是 所 要 求证 的 . 
定理 1. S34 A c9 2 十 1 时 ,对 六 有 公式 


pom n; 


EK Q2. I. 
*.a " i 
J= o6(NDYN" -FOON ™), 
其 中 
z S(a, q2 V. i EN 
«oo 20 2j (ete 


a -1lüzxsc 
PIRE 


y yin, k) = pò eetan) emda, 
证 . 根据 J GXEXEEG Fi 的 性 质 , 有 有 


gpi LIN 
h- M Te(LkUU aa, 


qzp d pa 2 -+ 


我 们 来 讨论 S (和 十 zj 把 xz, 1 Sr <P, RH r= g Hs E 


ae 1 — 
H s—1,2,--:-, Gi 而 对 国定 的 >， US upto 了 < fü 


P mH x EN 


e 165125 


isi E s" ; " 
"UT g risigt] . 


E29, 
| 二 z(qt + "| 一 Inzg (qr d G| ox Ls 
BrEL.H98 — AES [FR 4 fFF 


3 , 
» el sittin x | chri siat ao, -} OCI) 
i 


卫 一 
— — a 
M5 ex 一 可 一 


P - 
一 二 | eri de + OCL) 
e 


= loy) + OD, 


e 


HH 
Yo 一 | em, 


Xx TÉ —OK; 
s(— + e) 一 € Yo) + Ola). (45 
合计 bye]. x0. HLA. Akit, EE 0. fE 


积分 变量 规 换 si" — 4. UREA ze 盖 己 ”时 进行 分 部 积分 ， 得 
到 


yox — y ” - HS ani di 
Fr] m 


li L lf zB" t 
1 一 一 mee ; 1 一 =f} T 
mur " "n t F eT "du 十 - z J T E de xn 
n D Zrin 1 
_1 
1 1 Th — L H 
e 1 Ti u 5^ el*i*da 二 z UFa iniu 
7 ü 2min 1 


+ 16224 


-4 [1 2: zi 
+z it — 3) 47 grindys 
FEES 3H 1 


LÀ 
[r D| «X x ". 


所 以 ， 


这 样 :; 对 任意 的 E, 
[yoy | Xf, 这 里 £ 一 min( P, Lel =). 
HA (40 ESM 1, 得 到 
P —ins {+ nf SCa, y & oc EN 
s(— 4 s) e raczje nò Sieg) ) 
十 OCaz^- 'g E Uy -+ OCatY; 
— 3 Sias q) * QOUN 
^ "a E! ) rila) + R (52) 


其 中 
yilga) = | Hi rolne Na. 


= 
+- ERU 
R «| ZU ids Pi r^ 


一 炎 一 工 “一 一 一 -办 赴 ] 


«(7 pee (Hae pH ae 
再来 讨论 qyi(42. 4E rko PIERDERE M e 一 Pun， 得 到 
"M 
yi 32 = Pt- | mJ esite du) etda 


P. 
-i 


a 1 a k i 
— př" J (Toro 2 e mT dy -于 Ris 


k 


其 中 


Dii 1 a nM i = -X 
RE ad e | ei du) da & Ph i z "dz 
E aT 


一 ! € 
« picop i8) g ptt 


s 15324 


Bi 
a= T, D (SA cU? oN) + Ra 


m2 xu eg 
REPU Cag) = 


这 里 
二 S(a,g) V 一 :ni 
s) 2) 25 (ean y UU, 


q=] (ay 
[s 字 3 一 工 


R«» 2 
Lu 


0.35 fx 


Sa, J) 1* Xt! 
Z cz * 
a | x dq 


0.22 


-l 
dn 


« p €P 
更 然 : 有 不 等 式 
cuoc 1 
aN) «1, y= n (| du Jenna « 1. 
田 所 得 的 yg 4H e, 的 公式 虐 式 (5)，。 得 到 


J= oN) N” ON y 
这 就 是 所 朗 证 有 明 的 . 
我 们 来 研究 Waring 问题 的 * 奇 异 ” 级 数 of。 并 计算 v. 
引 理 2 存在 仅 人 依赖 于 = 和 站 的 正常 数 e= c(n.R)720, [d 
每 定理 1 中 的 ”奇异 Su 


cv 一 全 0X (Sa mim, 
可 一 1 estie S q 
S6 k 4n BERT 6c eln, R2, BD 
CN) 2» c > 0. 


Wr. 函数 
nN 
Pg) = >, (en 2| e rw 
fr 二 1 
guo c 


Ea. SED L.X dq = giis Cas gi) = ], =| digi T Ougi. 
pil 


. 164 s 


F] Fay 
Irr £ (x grtt)" 
SCa, q) = > >, e v 
-—1 


z=] ws 


T 
PP = x1 3 tni —— x3 
T= i ri 
24 X,—k 
gi Fg 
— a — Hx = er * Nod zm 
X11 Xa—]l 
和 一 
DG = 一 ^ ^ (iun d- exei, e Tm (CT A 
{apa I rer a gifa 
ü may Uaid 
— Dig Dg. 
HERI 
-Ž +i 
Plg) Kg” , EP 


Pi A 
TẸ OB) + BY) 十) = DDU) + RGO, 


PX X 


其 中 
ROO « SON < X". 
ik Lui muugmXCBERGEPRM X — coo, S] 
aN) = [T à + PD + PG ---2. 


我 门 要 注意 到 ,对 r1, P) ERA. 
PRURQ RELAX C6) 


Bat 


r=] 


< och. n) RC a ex, nip s 
BrEL) pL ek. n) HT. 

1HP tE) L1 EÉ 
BH 


e 155- 


K= IT aec ceo» 2) 


Pa Kon 


x TT a--909-90»T---) 


Prai Rn] 


>É II OAE tE. 
n Pec En) 


Sx PERIEBEIJEHX E RA E RA EWT SE. 
HA TE 表示 同宗 方程 
x {mod p") (7) 
HONTE. 那 末 ,就 有 


ep =a > cA P I "y QUU ue 


la, "iml 


pt 
-rh 2af -> xU RÀ orei N 


— eS S (Sut UV em 


LEE 


E p DT Cp) — p —ir— ik — DT p: 
d $E = pT") (8) 
r=] 


我 们 来 估计 当 严 足够 大 时 TON 的 下 界 .首先 考虑 Tp, 
这 里 
H (T E p--2.m— pm, m, H = l; 
r +2, VP p—2.n5-—pm,m.p)-]1. 
RÜR” Ed & 24e Bj. TEO I0. HAARDE 有 解 
riu ott, x HUBS A, 19; ok. PEDA ARGE PE 
ER. ARAS ERE.IIDDiATU 0 — No BON, p) — d, £o 48 — 
la 
Zi p = 2, M pt 一 277 «4n, E FIBIETZE LT] FURE a SR 
的 解 : 


= 166». 


+ o ry = l, typ 7 cc x4& — 
设 卫 之 2 及 8 症 模 pr RRR. A 
N = g7 (mod p/), N, = gf Cmod pr), œ = B (mod s), 
WE x27 £z 
xp odo] d.a = N (mod p) (9) 
zz rE 
XY 十 + zł = M, Qnod pr) 
的 解数 相同 :这 是 因为 e = g + në 
Caga H ooo t Gg = Ng” S= N Cad pr). 
EA ROD 表示 使 同 余 方 程 (92 有 所 需要 的 解 的 最 小 的 &. 3f 
设 闫 为 所 有 不 相同 的 ND BITE. MARS mn. 我 们 把 所 有 
CH i 互 素 ) 的 NN 分 为 如 下 的 w 类 ， 数 N' 和 NN” 屡 于 同一 类 ,如 果 
RON") — RON"). FEE Nos Notts Na 是 这 些 类 中 的 最 小 自然 
TED. RAIRE, AON G € 2r—1,r—1,2,-:-, m, X r= 
时， 应 有 N, = 1. BUD, RON — 092-1 —1. 若 不 等 式 对 
rd, LLL Á [AY HAA E PHATREX N aaa -— 1 A Napa — 2s. 
证 然 , 它 们 小 于 Nans Hdkn—sEd—TREP HARO 因而 ,这 
一 个 数 襄 属于 已 经 讨论 过 的 其 一 糯 , 好 RCN 所 248 一 ] 十 2 二 
2CÀ 4-1) — 1, 这 就 是 所 村 证 有 明 的 .于 是 就 有 ,KCN) s RON xz 
2m — ] €; 2n — ] — 4s. KË, [8128 2j 48 (9) 就 有 解 
ratt’ 得 GP, 一 1. 
其 次 ,我 们 指出 ; 车 同 余 方程 


y^ — a (mod p"), Çp) =i, (10) 
PRE, MA FERN m — e. Binh E 
x" — g (mod p) C11) 


下 可 解 . 设 和 是 同 余 方程 510 的 和 解 。 {yos p = 1, UR g ER 
PRJ IKR SA p > 2; g—5, WA p= 2, KHAZAR Gu 
£*y$ = a (mod p”), 


(2 Ni REREAD ARER UE AND FEAH — PERPE 


a4 167 > 


则 
g? m= 1 (mod p, b plp— ld, 
对 任意 的 自然 数 n DEGERE XA SA 
b + rp” ip — 1) gCp — Dt rp 775 

耳光 n = pu. (m.p) à. MAAE r DR RO AQ ce rp" 75 BE 
被 中 整除 ; XX PÉELI 

B, 十 pir 用 再 而 了 rp 一 1 一 六 有 一 了 ); 

phu Lo. (mod pg"). get DE = g (mod p°). 
所 以 加 一 yg^ 07? 就 是 同 余 方 程 (0 的 解 . 

进而 来 估计 了 ip") AFR. SENASTE 

xI +H Cea phy)? deo 十 《zf 二 p'y&.)" = N (mod p); 

lx 
Mp Ze An BESUCHE. aO, Pues, xs GO, p) 一 1 因而 ,对 于 
xi X 72377 "s Yrs BA 
pic Dion 

组 解 。 而 这 时 ,对 任意 的 yastcco Yao lo SR Ya ttt ya 癌 
余 方 程 

xf = N — (ai? py — --« x + py 4)" (mod p?) 
A xy dub n] ARI, Ri 

Tlp") => pk Donc) 

由 此 及 式 C8) 推 得 


1 + > DC») = pt MTCp™) z> p D. 
天 一 1 
] -+ 53 v E => p rt-D, 
TT CI + Dp) d oppeeeem It prn 
Pai ea Pci uan) 
"- eth. n) > U; 


G(N) > elka n) 7» D, 
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5g EUER. 
5J 3. 5 k >na tl 了 时 ,等 式 


六 


Y yn, j) = 1 (|. 


MU 
R 


k 
。 EE 
enis du) " Ixix jy 


(i 
(2) 
成 立 ， 
证 ， 考虑 更 一 般 的 积分 
EE) = |. (J edu) ema, Ü x xcu 1, 


E 


1 
, Ei 
| ean! EA du 
M 


- 1 
« min (1, zx) 


PH &Zmomc Ol Bb. g(x) Hr DA. Hy, 5 Oc cB, 
FCc) 一 Nor 二 一 人 (| emma) 1 — em ds 


imr 


1 1 Tem : n - ] " z 
FEE SEIS 上: = qm: Er G aaeb -一 中 
mr +. 4 du, e E dt L3 1 Li dz 
" k A fM 


? -~ 2xiz 
l 1 ui 1 re 1 -Ü — 
— Li . «4 da, - ds | | sin iwyd — sin2sxziA £2 as, 
w Ja p ü X x z 


因为 | $5524. — "sens, 所 以 
Fc) = uy E . 上 Csigni 一 sign(A — cdu +e * uy 


-人 
E-r E 


1. i li 
73 


作 积 分 变量 替换 m = iü67.--. 5, — ge", 182 Dinchlet 积分 
《第 二 章 定理 7); 


EI 


a JÑ a 


k 1a i, 
Fe) - n Cc? AH di E 2 di,* df, 


D-r, FenfkREM 
Ü Ip ef L 


EE: r) EE .(T (ia Dy 
rr k r(&) | 
对 FCe) 求 徽 商 ,得 到 : 


g(c) 一 cu (r G + m). 


r(4) 


当 e = 1 时 ,见得 引 理 的 结论 ， 


$2. H. Weyl 和 的 估计 及 Waring 问题 的 渐 近 公式 
EN. ÉX 


F 
S 一 Sasy’ ttt. 0) = > einifixt 
"| 
的 三 角 和 称 为 H. Weyl 和 ， 甚 中 f(x) 一 aQ4377* 证 
t EX, v n1.m, 


=. = + r, 
TEN 
定理 2. ic 


oes m mus (2, g)=l, 18| == 1,Pi «xg « Ph 5, 
S iE H. Wal $H. 那么 ,有 


Y 


Kd < c(n)P dut n * LER n 


证 ， 我 们 将 使 用 第 五 章 引 理 1 中 所 引进 的 记号 ， 并 利用 该 意 
的 引 理 1, 3, 5, 6 及 定理 1. 证 明定 理 的 步 又 和 让 明 第 五 章 让 昔 : 


ES Y = [PT] 了 时 ,有 


S —W + OY), 
* 170» 


Ath 
T P 
Jr = yY > S ey 
¥—=1 ¥ř=1 
H r EJEN FC t y): 


fOr + y) = annt t t gp Oa" b pyr E poly), 


Xl EXE AL, 应 用 第 五 章 的 引 理 380 1 ,得 到 


Y P 
iw n Y > | >, LOC diata FEST a e 从 


4y—1'-*-1 
Y 
Ls n = y ， 
Y > > Jani aus IST Asi) 
x p apsk tE EL 


n Fo 5 Trati Aus ***5 dns Antd 


ae GE ELE EAE 


Y 
X y l cinesi oe] 
Wi 
和 Jas A. ttt. À ad 
Y 
p X. riigil iia t tgpi DA | 
¥=1 


< YT J ,之 ECL An) 


- 
» > pa ente Arta) . 
Age YE 
由 第 五 章 引 理 1 知 ， 
PN Jis cre EC TCD OP; 


FEET] 


— l aE & zx => ar + s Wi, 


ik- niim n buf, le 
PUR LE" 0) s (ap) p^ z t3 ( 5) 


(12) 


(13) 


(14) 


+ IFI» 


HEX. gt? = Cnt lany Egs EM < Z&P"*, plis. 45 
所 以 ,应 用 第 五 章 引 1 理 5 ,得 到 


2: 
> | > i +F] | 


pa "- 


= > > | giu E Ty Dag a EPA Ug GO guis YR 


a i 
s 25 ibd c f (Cy — yis kn 十 1) ans) P 
=< nip s t 2 pr l 
n QR) P ,之 min | i i (Cy um yi € 十 Dandi, 

(15) 
最 后 ,利用 第 五 章 引 理 5 估计 上 面 的 和 了 式 : 街 到 
- . a 1 
„2, m Qu, CEIC 55:3) 

« 6Y (zn 十 Je CIRP” + 4log 4) 

< 24R2ClogP)Y* (= + 十 2) 

< 722kn log POY P" *, (16) 


Mak 12) — Q6) 推 得 


IW IRE Y CA eun, KY P logP, 
其 中 
en, ID = G2hn) (An) QAY77, 


2 t 
o= k E H Ga M . 
4 2 F 
取 v-—[4sloga] + 1z54321ogz,; & 一 m 十 nv ox 2m logs. BA 
就 有 
1 


| H | e c, )P top logn 。 


= 172" 


l5] < cCo)P 400m FOE n . 
Xxx BE TE br S ZR MER. 
定理 3. "4 & Z8 es logs Wl, Xj T dc ELERACUN 为 形式 (1) IOS 
法 个 数 JintN2， 有 渐 近 公式 


Lo ko 
Jj UN) = ya(N)N* AF ON * Jj, 


(r (1 +) 

TON 
WE. FH CHL s 154895] 
J 一 J hn N) 一 .十 


其 中 


y = CON) > en, E) 2 0. 


其 中 
J | Sifo)e Ndre, Ji | St(a)e rS ga 
从 定理 1, 5|38 2 和 3 推 得 


E i. 1. 
J= 4008) t ON y 
MEH 2AL ac E, A 
1 


[SC | < eap 5273 
利用 第 五 章 引 理 1 pE 1, UE sex A » 时 ， 


(koi 1L. 1 
[Jal < cons KIP sion Lots un SC Pda 
tkn 
"uz cn, AJP Sa Be) p J aun Cis- “An 0» 
ÀAn—i 
—:ik) ( 1— uu ate c 
«Got, DP. store p Mace Goa) 


MEH r= [4mlogz] + 1 I 4dslogz, ki m + av. & = 24,4 
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b007, 就 得 到 定理 的 断言 


6 3. GCrn) 的 估计 


TETENb—JIPETPSIES,q4&40]5p]33E—-T SrHgiE HEX. 

SES. M B Z- 3 Bl. AR G(x) 等 于 这 样 的 总 的 最 小 值 : 对 于 
每 一 个 这 样 的 不, 任 一 自然 数字 NICO) RID R29 ATIE x" (x 
为 自然 数 ? 的 项 之 和 和， 

定理 4. 对 GOD. dA 

n Gs) x enlegm 

成 立 . 

uL Eksa l URNATA x HELER ROTE r” Ce 


为 自然 数 ) 的 项 之 和 的 自然 烙 个 数 不 大 于 < X, 由 此 就 扒 
出 了 定理 的 第 一 个 结论 ， 为 了 证 明 第 二 个 结论 ,考虑 方程 
xz? 十 x 十 -十 机 十 二 十 "十 如 
十 Ho 十- E ia m N, (17) 
这 里 Yi» 9257 773 Ra HS "7. Ham E H HA žr. u EH 


1 1 1 A 
P, = g N S ts Hua S oV NT — 2P 


1 -— 


L ， 
Pa = =P T OXL Hay Huic PA "oe 2P,, 


Dop-i =; 
Pa = T Pu, < tins tom < Pii = Pae 
首先 ， 
47N = PP S&au H ee t oa + ahar o8 d] ou. 
< 4(2P,)" 一 27"*9N. 
其 次 ,方程 
wf 二 (185 
T A RHEE TIE: 4 = Hais Hi = ^ ^» Hn ™ Hm EERE 
Eijs ty 7E timpa 则 


a i74 


ur UU "aul — nPI "s 
Ds n lli + nm 一 tmp 一 mom tos | * (2P," = PD, 
BUS SEGA, C18) ART EB TR. 
i ION) 是 方程 (17) 的 解数 . $04, 
IN) 一 NZO Ti). -TAC e I" da, 
B 
Ea 
t 
S(a) xx » gini P 二 一 w”, 


Iar gF 
T (Cr) 一 = » E niU y 
f! 
à x x a oA BOR Boxk o5 o 


"OLD 2m 


利用 $1 中 记 定 多 的 集合 E, E, 就 有 
ILN) = HON) + HG. 
wait hV). 根据 定理 2 ,对 mE E A 
TE 
|sCo)| & e,G)P. 99 m, pow, 
BA, 
k i——— i 1 
InQo «Ge m | mco Ta) 20. 
EH 站 积分 等 于 主 程 (185 H3 EX a BJ Hist" Hm HA TERAH: 
WES ,因而 不 超过 
PP, PS ES eln, myy Ea 
所 以 
LEE SEEN 
LRE mnn, PP .PN sn lesn 。 
估计 HON) 的 下 界 ， 由 HON) BOSE SCR, 
了 ^ i-a 5 " S& (eye THER da, 


+ 175% 


面积 分 
| Sae "ido, 
I 


"4 üQ—S)we«vm(i—-L)NER&T 4n 时 可 根据 定理 1 


汪 计 算 ( 并 参看 引 理 2 和 3 2: ， 


Èi " n 
| S*Ca)e^ t da = yo(NON? +o  ") 
E, 


k l 


e cik, nN “一 clk, DN LI 
E ie o, 
LADS D o $5 elk, DN — qG.0N 0) 


Myfi E] 2 iat TA 


z2U"QP, -Pae Cka nN 
EK 1 1. 
— eR CPP PZN O ™, 

因 为 

PP Pa > can, nN E, 
WEL OG $ = 4n, m = [cornlog#]，N Ze Na) 时 ,就 有 

ICN) = LON) + TAN) > 0, 

ix HABE SEAEBE BS. 


[a] 题 
1. i P Z> J, Ayat tank 是 固定 的 自然 煞 ， TCi) 8. Ii] e 75 A 
afe oe x1 mm 1 (mod p) 
的 解数 证明: X4 a s 0 (mod p) Ph A 
Ta) = p o Op T) 
《参看 第 十 一 章 $1). 
2. 设 ” 六 3 是 固定 的 素数 ， 


log 一 
=p, P = ORD yn, 
o Po Q, m logP 
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UEHT: HPTR NO Lm. Hanie 
xi (ob r} = ONnodO), ] €i 4.1554 xr EP, 

M RImG0m 时 可 解 ,以 及 存在 这 样 的 N ER AS m I E, 
这 回 余 方程 无 解 ( 参 铬 第 十 一 童 § 3)。 

3. ARDHE nz 2) 

p, pd x" —N 

HF RIREO Po n ERRO 1 RERESET FP 
X. 

4. ARDE O m2) 

pea db y! dz N 

BUNEXEBUHTXLZLGX. P ERRO x. y. 是 自然 数 ( 戎 看 第 十 ,十 一 
$t). 


t x t m 
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